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ZUR KONFORMINVARIANZ EINER METRISCHEN FELDTHEORIE
MIT EINEM SKALAREN FELD

On the Conformal Invariance of a Metric Field-Theory with a Scalar Field
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Pidagogische Hochschule ,,Dr. Theodor Neubauer”, Erfurt/Miihlbausen*
(Eingegangen am 2. Februar 1970)

Dic Konforminvarianz einer metrischen Feldtheorie mit einem zusitzlichen skalaren
Feld wird auf Grund des dazugehérigen Variationsprinzipes untersucht. Die Uberlegungen werden
auf ecinige Beispiele — insbesondere auf die Vakuumfeldgleichungen der vierdimensional
formulierten projektiven Relativititstheorie — angewandt.

Wir betrachten einen N-dimensionalen Riemannschen Raum mit der Metrik g, und

einem Skalarfeld s.

Der Integrand des Variationsproblemes (m, n von 1 bis N)

5fs“ (R+b s':—‘;m) Vg dr =0 (1)

entspricht den iiblichen Forderungen beziiglich Grad und Ordnung der Feldvariablen g,
und s. Dariiberhinaus ist er homogen in s und enthilt somit keine dimensionsbehafteten
Naturkonstanten als Ausdruck eines Skeptizismus hinsichtlich ihrer Konstanz.

Bei Konformtransformationen

% * —p_m ¥ N, .
gmn = Spgmn’ g = S pg n’ Vg* = S* PVg (‘2)
transformiert er b’iCh
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wobei ein Glied mit sy (*, bedeutet kovariante Ableitung mit der Metrrik g ) in einen

E . .
Ausdruck mit s, s und eine fiir die Variation bedeutungslose Divergenz umgeformt
wurde.
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307, DDR.

(151)



152

Die Homogenitit des Integranden wurde nicht zerstort. Wir erhalten dasselbe Problem
mit transformierten Koeffizienten

1
o* =a — (5 N—l)p (4)

b* = b (N—1) (N-2) % +ap(N-1). (5)

Gemil (4), (5) ist es immer méglich, a* oder b* zu Null zu machen, wihrend simultanes Ver-
schwinden von a* and b* nur fiir besondere Werte von @ und b in Abhéingigkeit von der
Dimensionszahl moglich ist.

Fiir @ # 0 kann man durch eine Anderung der Bezeichnungsweise (s* = s') erreichen,
daB @’ = 1 wird mit b = ba~% Von dieser durch die Homogenitiit des Integranden crmé-
glichten Vereinfachung wollen wir Gebrauch machen und die Fille @ = 1 und a = 0 unter-
scheiden,

Die Variationsgleichungen fir ¢ = 1 lauten

o ¢ ool

Syl _ 5,15° — .

R-b (2 N T ) 0 (6a)
1 S s n s’;l, . SymS 1 s st
Rm,,—' ? Rg"m+ —s—'- — s gmn_l'b ( :2 — -5 52 gmn = 0. (6}))
N—-1 . - . . .
Istb=— Tk sind die Feldgleichungen (6a) und (6b) nicht unabhingig: (6a) entsteht aus
(6b) durch Verjiingen. Andernfalls kénnen wir die Gleichungen umschreiben
s’;’, =40 (7a)
Smn SmS,n

Ry + S + b > = 0. (71))

Im Falle ¢ = 0 haben wir als Euler-Lagrange-Gleichungen

(In s)’;[, =0 (82)
Ry t-b f—:;“'« = 0. (8b)

Auf Grund der Bianchi-Identitit ist (8a) eiue Folge von (8b) und damit keine selbstin-
dige Feldgleichung.

Aus a #0 (0. B.d. A. @ = 1) kénnen wir aber durch eine Konformtransformation
a* za Null machen. Somit sind die 3 N(N+1}+1 Feldgleichungen (7a) und (7b) folgenden
3} N(N+1) Gleichungen

Ry b* 25 = 0 9)
S

— sie entsprechen genau den Einsteinschen mit Energietensor des s-Feldes — dquivalent.
. . * * TN
Wir sehen, daB neben der Losung g, In s auch g,,, —In s moglich ist.
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Wir untersuchen noch den Fall
b=0,a #0(.B.d. A.a=1). (10)
Fordern wir Forminvarianz dieser Struktur bei Konformtransformationen — also 6* =0 —
folgt aus (4), (5)
4
p = m, (I/* = —]. (]1)

Andernfalls ist durch b = 0 die allgemeine Konforminvarianz — in Analogie zu einer
speziellen Koordinatenwahl bei allgemeiner Kovarianz — gestért,
Setzt man noch s’ = s71, d. h. ¢*'== 1, haben die zu (10), (11) gehorigen Feldgleichungen
4

. S 3
und das Variationsprinzip (gh, = sV g, = ' N=2g )
e S,
6fs’ Vg* R*dt =0, R}, + Jlé— =0,s7=0 (12)

genau dieselbe Form wie die zu (10) gehérigen Grundrelationen:

f[/ngr—ORm,,+ =0, sh =0. (13)

Das hat folgende Konsequenz:

Besitzt man eine Losung von (13): 5(x™), g,.(x™), so erfiillen dieselben Funktionen als
4

das System (12). Das ist aber wegen s’ = s~1, g7 = N2 nur fiir s = 1 méglich.
;k Y ) Eir Eik g

Durdl die Forderung der Konforminvarianz im Falle b = 0, d. h. b* = 0 wird also die Lo-
sung s == const. ausgesondert.

Die bisherigen Uberlegungen wollen wir auf einige Beispiele anwenden:

1) Zerfillt die Metrik in folgender Weise (statische, kugelsymmetrische, zylinder-
symmetrische Metrik, Klein-Kaluza-Theorie mit g, = 0)

ds® = gudoida® = f2x7)dx? 4+ g,,(8")da"dx’ @, B,y = 1...(N-1) (14)
ergibt sich fiir die Krimmungsdichte

V’é‘(ﬁ) R@®) :fl/éTN——T) (R(N—IH—Z f%__) "ng(N_l)R(N N2 V l)f,a (15)

Die Divergenz fillt im Variationsproblem weg, und es bleibt der Typ mit a =1, b =0,
s = f, und die Feldgleichungen lauten:

R+ f—fﬁ =0, f1=0 (16)

bzw. nach der Konformtransformation g, = f2 g, N = 3:
R®42: ,rzf,/i —o. an

Diese Gleichung gestattet nach J. Ehlers eine einfache Herleitung der Schwarzschild-
Losung fiir die Einsteinschen Gleichungen {1}
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2) Die Jordsnschen Vakuumfeldgleichungen der Theorie einer variablen Gravitations-
zahl » sollen wus dem Variationsprinzip

sl —
5[;5 (RW - i}"’z‘_) Ve® dr =0 (18)

folgen und sind durch (7a), (7b) gegeben (x=s, a =1, b = —§). Bei der Konformtransfor-
mation g}, = #g reduzieren sie rich (4), (5), (9) auf (Schiickingsche Konforminvarianz [xp
3 Hi%k .
* —_ . Ty
tk (5 9 ) Kz . (19)

Durch das —& =5 # 0 ist die Kounforminvarianz der Vakuumfeldgleichungen gesichert,
und es hat aulerdem den Vorteil, daf} die Feldgleichungen des materieerfiillten Raumes fiir
&> 1 die Einsteinschen Gleichungen als Grenzfall enthalten.

3) Die Schmutzerschen Vakuumfeldgleichungen der projektiven Relativitiitstheorie
folgen aus [2]

5 [Vg®  R® dr =0, (20)
und gemil dem Projektionsformalismus entspricht dem im maxwellfeldfreien Fall
o[ Ve®- S R®dv=0 (21)
mit den dazugehorigen Feldgleichungen
S .
Ri + =55 =0,5% = 0. (22)

Die skolare Funktion s von (1) ist hier mit dem Skalarfeld S der projektiven Theorie zu
identifizieren.

Bei der Konformiransformation g, == Sgy, wird a* = 0, und die Feldgleichungen ent-
halten keine zweiten kovarianten Ableliungen von S:
3 55,

o
Rzk‘2 52

= 0. (23)

In der grundlegenden Beziehung (21) ist b = 0. Bei allgemeinen Konformtransformationen
wird b* # 0. (21) ist also nicht allgemein-konforminvariant. Lassen wir gemiB den Uber-
legungen (10} bis (13) nur die Transtformation (11) zu, bleibt zwar (21) forminvariant, wir
beschrinken uns aber auf konstantes S, d. h. im wesentlichen haben wir es mit der Klein-
Kaluzaschen Theorie zu tun.

Andererseits bringt die Invarianz gegen Konformtransformationen der Art (2), (4), (5)
das Problem mit sich, wie g, und s* physikalisch zu deuten sind, da man genausogut g
und 5% als physikalische Grofen ansprechen kann. Eine solche Mehrdeutigkeit besteht
in der durch (21) charakterisierten Theorie unicht.
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