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Wir untersuchen die Struktur der Casimiroperatoren inhomogener Lie-
Algebren g = s@ anL; in bezug auf die Variablen des Radikals. Es wird die
Existenz einer Erweiterung gezeigt, dessen Invarianten als rationale Funk-
tionen der Casimiroperatoren von g darstellbar sind. Spezifisch wird be-
wiesen, dafs die Casimiroperatoren der inhomogenen Lie-Algebren 5@ Anlq
homogene Polynome in den Translationsvariablen sind. Daraus folgt ein
Unabhéngigkeitskriterium fiir Casimiroperatoren inhomogener Algebren.
Als weitere Anwendung wird gezeigt, dafs die Invarianten der inhomogenen
Weyl-Algebra W (p, q) der Feldtheorie als einfache Quotienten der Casimir-
operatoren von Iso(p, ¢) gewahlt werden koénnen.

PACS numbers: 02.20.Sv

1. Einleitung

Inhomogene Lie-Algebren spielen in der Physik eine besondere Rolle,
da sie genau die Verkniipfung von inneren und &ufseren Symmetrien eines
Systems wiedergeben. In der Regel handelt es sich um semidirekte Pro-
dukte von halbeinfachen und abelschen Lie-Algebren, wobei die Elemente
des Radikals' als Translationen interpretiert werden. Das Interesse an in-
homogene Gruppen ist hauptséchlich auf die Suche von “verallgemeinerten

* Diese Arbeit wiirde geférdert durch das Forschungsprojekt MCM2006-09152 des Min-
isterio de Educacién y Ciencia.
! Jede Lie-Algebra besitzt ein maximales auflosbares Ideal, Radikal gennant.
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Poincaré-Gruppen” zuriickzufiihren [1], wie die inhomogene Algebra Is((6, R)
im Zusammenhang mit der relativistischen Verallgemeinerung der Symme-
triegruppe SU(6). Die Anwendung inhomogener Strukturen ist seitdem auf
etliche andere Modelle der Elementarteilchenphysik und verwandte Gebi-
ete erweitert worden [2|. Es hat sich aber gezeigt, daf man oft mit inho-
mogenen Gruppen und Algebren nicht auskommt, so wie zum Beispiel in
der konformen Feldtheorie [3,4]|. Die als Eichgruppen in Frage kommenden
Strukturen sind im allgemeinen mit Erweiterungen von inhomogenen Alge-
bren verbunden, die durch Einfiihrung eines Dilatationsoperators gewonnen
werden. Dabei ist es wichtig, die invarianten Operatoren der Erweiterun-
gen moglichst als Funktion der schon bekannten Operatoren zu gewinnen.
Besonders wichtig ist die Bestimmung der Casimir-Invarianten solcher Al-
gebren. Obwohl fiir den allgemeinen Fall keine einheitlichen Formeln gefun-
den werden konnen, sind fiir wichtige Gruppen und Algebren, meistens in
niedriger Dimension, diese Invarianten und Beziehungen schon untersucht
worden?.

In dieser Arbeit erhalten wir einige wichtige Eigenschaften der Casimir-
operatoren von Lie-Algebren mit der Levi-Zerlegung g = 5B AnLy, wobei s
halbeinfach ist und A eine Darstellung, die nicht die triviale Darstellung Dy
von s enthélt. Diese Klasse von Algebren entspricht der allgemeinen Form
von inhomogenen Lie-Algebren [5]. Insbesondere wird gezeigt, dafs solche
Algebren immer auf nicht trivialer Weise erweitert werden kénnen. Weiter
wird gezeigt, daf die Invarianten dieser Erweiterungen immer Funktionen
der Casimiroperatoren der inhomogenen Algebra g sind. Im dritten Ab-
schnitt wird bewiesen, dafs jeder Casimiroperator einer inhomogenen Algebra

— : . . . .
s@® snLi mit obiger Levi-Zerlegung ein homogenes Polynom in den Trans-
lationsvariablen ist®. Das bedeutet, daf jede Invariante der Erweiterung
eine rationale Funktion der Casimiroperatoren von g ist. Diese Eigenschaft
war bis jetzt nur fiir bestimmte Algebren in niedriger Dimension bewiesen
worden.

Als Anwendung werden die (rationalen) Invarianten der inhomogenen
Weyl-Algebra W (p, q) explizit erhalten. In der Arbeit [7] wurde die Zahl
der Invarianten bestimmt, und es wurde ebenfalls gezeigt, dafs die Casimir-
operatoren der inhomogenen Algebra Iso(p, ¢) Halb-Invarianten von W (p, q)
sind. Mit Hilfe einer Determinantenformel zeigen wir, daf die Casimiroper-
atoren von Iso(p,q) in den Translationsvariablen denselben Homogenitéts-
grad haben. Insbesondere folgt daraus, dafs die invarianten Funktionen der
erweiterten Weyl-Algebra einfach durch Quotienten der Casimiroperatoren
der inhomogenen pseudo-orthogonalen Lie-Algebra Iso(p,q) erhalten wer-

2 Fiir eine Ubersicht sei z.B [5,6] empfohlen.
3 Da das Radikal abelsch ist, werden diese Elemente im folgenden als Translationen
bezeichnet.
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den. Damit wird das in [7] angedeutete Problem der Homogenitétsgrade in
geschlossener Form gelGst.

Jede Lie-Algebra in dieser Arbeit ist von endlicher Dimension iiber K =
R, C. Abelsche Lie-Algebren der Dimension n werden mit nl; bezeichnet.

2. Allgemeines. Invariantenformel

Sei g eine Lie-Algebra und B = {X}, ..., X,,} eine gegebene Basis. Durch
das Symbol g* wird der duale Raum bezeichnet, und weiter sei C*°(g*) der
Raum analytischer Funktionen iiber g*. Mit Hilfe dieser Objekte 1aft sich
die Lie-Algebra g durch folgende Differentialoperatoren realisieren [§]:

0

%= Cha 2
3 1] 8$J bl

1<i<n, (1)

wobei {C’Z} der Strukturtensor auf der gegebenen Basis ist und {z1,...,z,}

die kommutierenden Variablen aus g*, die dual zu den Basiselementen aus
B sind. Eine analytische Funktion F' aus g* heifst Invariante der koad-
jungierten Darstellung von g, wenn folgendes System von partiellen Differ-
entialgleichungen erfiillt ist:

~ 0
XiF(xl,...,a:n):ijxk% (1,...,2p) =0, 1<i<n. (2
j

Polynomiale Losungen von (2) entsprechen nach Symmetriesierung der
Komponenten den klassischen Casimiroperatoren. Der analytische Ansatz
ist aber allgemeiner, da rationale und elementare Funktionen als Losungen
erscheinen koénnen, die im Rahmen der einhiillenden Algebren keine Inter-
pretation haben [5]. Die Anzahl A/(g) der funktional unabhéngigen Funktio-
nen, die das System erfiillen, ist weiter aus einfachen analytischen Methoden
herzuleiten, und ist gegeben durch:

N(g) = dim g — rank (C’Z’;xk> , (3)

wobei A(g) = (CFxy) die Kommutatorenmatrix ist. Diese Formel ergibt
ebenfalls eine obere Schranke fiir die Anzahl der Casimiroperatoren (sofern
diese existieren)?. Eine #quivalente Formulierung kann man mit Hilfe von
Differentialformen gewinnen. Wird auf g* der Operator d wie folgt definiert,

dw (X, X;) = —Chw (Xy), w € g. (4)

* Fiir Lie-Algebren einer algebraischen Gruppe kann man zeigen, daf obige Formel die
Anzahl der Casimiroperatoren ergibt [9].
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so laft sich die Algebra als System von 2-Formen
dwk:—ijwi/\wj, 1<i<j<dim(g), (5)

schreiben, die Maurer—Cartan-Gleichungen von g heiffen. Weiter sei £(g) =
R{dwi}i<;<dimq der lineare Unterraum von A% g*, der von den 2-Formen

dw; erzeugt wird. Ist w = a’dw; (ai € R) ein generisches Element in £(g),
so gibt es genau ein jg (w) € N, so daf

Jo(w) Jo(w)+1
/\ w#0, /\ w=0. (6)

Daraus folgt, daf r (w) = 2jo (w) der Rang der 2-Form w ist. Sei

Jo (9) = max {jo (w) |w € L(g)} - (7)

Die Zahl jy (g) ist eine numerische Invariante der Isomorphieklasse von g [10],
womit sich Formel (3) als

N (g) = dim g — 24 (g) (8)

umschreiben 1aft.

Es hat sich gezeigt, daf fiir bestimmte Gruppen (z.B. Borelsche Unter-
Algebren halbeinfacher Lie-Algebren oder auflésbare Lie-Algebren) der Be-
griff der Invarianten nicht ausreicht. Es ist daher zweckméfig, eine schwéche-
re Definition von Invarianz einzufithren [11]:

Definition 1 FEine analytische Funktion F(x1,...,z,) aus g* heifst Halb-
Invariante der Lie-Algebra g, wenn das System

X;F=)NF, MNeR, 1<i<n (9)
fir alle Erzeugenden erfillt ist.

Halb-Invarianten sind, in gewisser Hinsicht, mit der Methode der Charak-
teristiken der Differentialgleichungen verbunden.

Lemma 1 Sei X = ainjxk% ein Differentialoperator aus der Realisie-
J

rung (1), und Fy,Fy, € C*(g*) analytische Funktionen, fir die die Gle-
ichungen

X(F)=MF, X(F)=XF (10)

gelten. Dann ist die rationale Funktion F1>‘2F2_>‘1

tialgleichung

eine Losung der Differen-

X(F)=0. (11)
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Beweis. Fiir jede Variable x; ergibt sich die partielle Ableitung

O (o) _ (e [(A20F1 A OF
8.’Ei (Fl F2 ) - (Fl F2 ) Fl 8@ F2 85177, ’ (12)

Einsetzen in die Differentialgleichung (11) ergibt

X F)\ F—)\ ) F)\ F A 2 1 1 2
( b 1) OZ%'“( e 1) <513xj Fﬁl’j)

1o 4 oF
= )\2F1>‘2 1F2 M <aZijmkﬁ>
j

, OF:
—)\1F1’\2F2_A1_1 (aZijxk87?>
J

= M FMTUEM (N F) - M FRESM T (A R) = 0.

]
Daraus folgt, daft rationale Funktionen von Casimiroperatoren dazu di-
enen konnen, um Invarianten von bestimmten Erweiterungen berechnen zu

kénnen. Dieser Ansatz ist typisch fiir die Bestimmung von Invarianten au-
flosbarer Lie-Algebren [12].

3. Erweiterungen inhomogener Lie-Algebren

Sei s eine halbeinfache Lie-Algebra und A eine Darstellung von s, die
keine Kopie der trivialen Darstellung egchéilt. Damit ist versichert, dafs
die Algebra g mit der Levi-Zerlegung s@ 4(dim A)Lq perfekt ist, d.h., die
Bedingung g = [g, g] erfiillt. Solche Lie-Algebren besitzen immer eine In-
variantenbasis, die von Casimiroperatoren erzeugt wird [9]. Ein wichtiges
Problem dieser Algebren ist, diejenigen zu klassifizieren, die als Kontraktion
einer halbeinfachen Lie-Algebra stammen [13]. Solche inhomogenen Alge-
bren haben eine wichtige Eigenschaft, ndmlich, dafs sie alle auf bestimmte
Art erweitert werden koénnen.

Lemma 2 Seig = 5§A(dim A)Ly. Dann existiert eine Abbildung f : g — g
derart, dap fls = 0, fl@imar, = ld@mar, wnd f[X,Y] = [f(X),Y] +
(X, f(Y)] erfiillt sind®.

Der Beweis ist trivial und folgt sofort aus der Jacobi-Gleichung. Fine
direkte Folge dieser Eigenschaft ist die Existenz einer Erweiterung g von g
derart, da® [g,g] = g gilt. Die geometrische und physikalische Interpretation

5 In anderen Worten, f ist eine Derivation der Lie-Algebra g. Siehe [5].
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dieser Erweiterung ist, daft man der Lie-Algebra einen Dilatationsoperator
hinzufiigt, der nur auf dem Translationsraum agiert, und damit die innere
Symmetrie invariant 18ft.

Lemma 3 Fiir die Erweiterung g gilt N'(g) = N(g) — 1.

Beweis. Sei {wi,...,wn,01,...,0m,0} eine Basis von g*, die zur Basis
{X1,..., Xn, Y1,..., Y, Z} dual ist. Sind {dwy,do;} die Maurer—Cartan-
Gleichungen (5) von g, so sind jene der Erweiterung einfach

do, = dwy,, 1<k<n,
doy, = dop +orAn, 1<k<m,
dd = 0. (13)

Insbesondere beachte man, daf wir aufgrund der Bedingung g = [g, g] fiir
jedes 1 < k < m auch doy, # 0 erhalten. Sei p =  (dimg — N (g)) = jo (g).
Dann gibt es eine 2-Form n = a'dw; + ¥ do; € L(g) mit A’n # 0 und
APy =0. In £(g) wird die 2-Form

ﬁ:aid@%-bjd&j:aidwi+bjdaj+zm/\0 (14)
=1

gewdhlt. Durch Induktion kann man leicht zeigen, daf fiir jedes ¢ > 1 die

Identitat .
q q q— m
m:/\wAnA(zalAe) (15)
=1

giiltig ist. Speziell folgt fir g =p+ 1

p+1 p m
A=+ 1) (/\n>A<ZUzA9>#0, (16)
=1

womit
N (g) =dimg+1—-2(jo(g) +1) =N (g) — 1 (17)
folgt. m

Proposition 1 Sei g eine Lie-Algebra und g eine Unterlagebra der Kodi-
mension Eins, so daf die Identitit N'(g) = N(g) — 1 giiltig ist. Dann ist
jede Invariante von g ebenfalls eine Invariante der Unteralgebra g. Speziell
gibt es ein Element X ¢ g, so daf§

o _
or

fiir jede Invariante C' von g gilt .

0 (18)
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Beweis. Aus der Theorie induzierter Darstellungen folgt, daf fiir die
Reduktioneskette g < g neben den Invarianten von g und g genau

n = 3 (dimg—N(g) — dimg — N (g)) +
= (1-N(g)+!I'>0
weitere Operatoren® in der einhiillenden Algebra von g nétig sind, um die
Multiplizitdaten der induzierten Darstellungen zu unterscheiden, wobei I’ die
Anzahl der Invarianten von g ist, die nur von den Erzeugenden der Unter-
algebra g abhéngen. Da obige Ungleichung I’ > N (g) — 1 impliziert, ist I’
in der Tat maximal, so dak jede Invariante von g nur von den Erzeugenden
der Unteralgebra g abhéngt. Daher existiert ein nicht-verschwindendes Fl-
ement X € g, welches nicht zur Unteralgebra gehort, und fiir welches die
Bedingung
oc
oxr
fiir jede Invariante C' von g erfiillt wird. m
Aus diesem Satz erhalten wir als Folge, dafs sich die Invarianten dieser
Art von Erweiterungen einfag}} aus Funktionen der Casimiroperatoren der
inhomogenen Lie-Algebren s@® gnl ergeben. Wir wollen noch die prazise
Form dieser Funktionen bestimmen. Folgender Satz beinhaltet eine wichtige
Eigenschaft von Lie-Algebren g = 5§A(dim A)L; mit abelschem Radikal
und einer Darstellung A, die nicht die triviale Darstellung enthélt.

0 (19)

Satz 1 Sei g = 5@A(dim A)Ly. Dann ist jeder Casimiroperator C von g
ein homogenes Polynom in den Variablen des Radikals (dim A)L;.

Beweis. Wir beweisen die Aussage mit Hilfe von Kontraktionen von
Lie-Algebren und Invarianten [14]. Wir definieren folgenden Isomorphismus
fra—w

1
fls=1ds, [l (dimayr, = 7 1dim ayz, -
Es lafst sich sofort nachweisen, daff die Transformation f die Klammer von
g fiir jedes t erhélt. Speziell ist

lim f1[f(Z2)), f(2:)] = [Z1, Zo) , VZ.,7Z5€g. (20)

t—o0

5 Diese Operatoren werden auch Untergruppenskalare gennant, da sie nur mit den
Erzeugenden der Untergruppe kommutieren. Solche Operatoren wurden zuerst von
G. Racah in der Spektroskopie erkannt [§].
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Anders ausgedriickt, ist die von f erzeugte Kontraktion von Lie-Algebren
trivial”. Sei nun C ein Casimiroperator der Ordnung p von g. Explizit 1ift
sich diese Invariante als

C(Zv,....\ Zy) =" 2y .. Z;

in den Erzeugenden von g schreiben. Auf der transformierten Basis erhalten
wir dann

C(f(Z1),-- . [(Zn)) =t T el 7,y L 7 (21)
wobei
| 1, falls Z; € (dimA) Ly,
T 0, falls Z;, €5
gilt. Sei o
M =max {n; +---+n;, | o #£0}. (22)

M ist damit die maximale Ordnung von C' als Polynom in der Transla-
tionsvariablen betrachtet. Wir definieren nun den Grenzwert

C'= Jim tMO(f(20),.. ., [(Zn)) = > a7 Zy, o (23)
Niq o tng, =M

Es folgt unmittelbar, dafs C’ eine Invariante der kontrahierten Lie-Algebra
ist [14,15]. Da aber wegen (20) die Kontraktion trivial ist, und sogar die
Klammer invariant 1d£t, so mufs folgende Identitat gelten:

C'=cC.

D.h., der Casimiroperator bleibt ebenfalls erhalten. Das bedeutet, daff C
ein homogenes Polynom der Ordnung deg, C' in den Variablen des Radikals
sein muf, wodurch die Behauptung bewiesen ist. m

Dieses Ergebnis verallgemeinert die von Rosen in [16] benuzte Expansion-
smethode auf willkiirliche inhomogene Lie-Algebren. Weiter bemerken wir,
daf die Aussage im allgemeinen falsch ist, wenn das Radikal nicht-abelsch
ist oder A die triviale Darstellung Dg von s enthélt.

" Wir erinnern kurz an die Definition von Kontraktion. Sei & € FEnd(g) eine
Menge von linearen Isomorphismen, wobei ¢ € N. Fiir jedes Paar XY € g
definieren wir [X,Y], = [#:(X), #:(Y)]. Dann ist [X,Y],, die Klammer der
Lie-Algebra auf der transformierten Basis. Existiert der Grenzwert [X,Y]_  :=
limy—oo &, [8¢(X), &:(Y)] fiir alle X,Y € g, so ergibt sich eine Lie-Algebra g,
die Kontraktion von g heift. Sind g und g’ nicht-isomorph, so heift die Kontraktion
nicht-trivial.
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Korollar 1 Fiir jeden Casimiroperator C' von g = 5§A(dim ALy gilt die
Ungleichung deg, C > 1.

Die Behauptung folgt unmittelbar aus der Struktur des Systems von
partiellen Differentialgleichungen (2). Ware namlich deg, C' = 0, so wiirde
der Operator nur von den Erzeugenden der Levi-Unteralgebra abhidngen, und
da mult 4Dy = 0 ist, kann es keine Losung von (2) sein. Ist im Gegensatz
deg, C = deg C, so hingt C nur von den Variablen des Radikals ab. Diese
Pathologie ist typisch fiir Darstellungen sehr hoher Dimension [17].

Lemma 4 Sei g = 5@A(dim A)Ly und g die Erweiterung von g durch die
Derivation [ aus Lemma 2. Dann ist jeder Casimiroperator von g eine
Halb-Invariante von g. Insbesondere besitzt g keine klassischen Casimir-
Operatoren.

Beweis. Sei {Xi,...,X,,Y1,...,Y;,, Z} eine Basis von g, so dal
{Xi,..., X, } eine Basisvon s, {Y7, ..., Y, } eine Basis des abelschen Radikals
(dim A) Ly und Z die Erweiterungserzeugende ist. Ist C' ein Casimiroperator
der Ordnung d, so folgt aus dem System von Differentialgleichungen (2) die
Gleichung fiir die Erweiterungserzeugende:

N < 0C

zZ@)=>) Yigy -
— " Oy;

j

Da weiter C' wegen Satz 1 in den Variablen {yi, ..., ¥y} homogen der Ord-

nung deg, C' ist, erhalten wir nach dem Eulerschen Satz

m

oC
Zyja—yj = (deg, C)C,

J=1
und daher ist C eine Halb-Invariante von g. Weiter folgt aus Lemma 1, daf
die rationalen Funktionen

—deg, Cj ~deg, C;
Fz‘j:CZ- g JCjegA

eine Basis von Invarianten von g bilden. Da weiter wegen Korollar 1 fiir
jeden Casimiroperator C' der erweiterten Algebra deg, C > 1 gilt, kann es
keine polynomiale Invarianten von g geben. m

Zum Schlufs sei noch bemerkt, daf diese Ergebnisse fiir die Untersuchung
der Unabhéingigkeit von kontrahierten Casimiroperatoren und -Invarianten
ebenfalls von Interesse sind [15], da sie erlauben, neben der Ordnung des
Operators noch eine den Homogenitéatsgrad in den Translationsvariablen als
zweite numerische Kennzahl einzufiihren.
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Proposition 2 Sei s eine einfache Lie-Algebra und s ~» 5’§AnL1 eine
Kontraktion. Sind Cy,Cs zwei Casimiroperatoren von s, so sind die kon-
trahierten Invarianten C1,Ch unabhingig, wenn die Gleichung

degyi,.voy Ch =mo, k=12,
gilt, wobei {Y1,...,Y,} eine Basis von nLy ist.

Beweis.  Sei {Xi,...,X,,Y1,...,Y,} eine Basis von s, so dafs
{X1,...,X,} die Unteralgebra s’ erzeugt und {Y7,...,Y,} eine Basis von
nLq ist. Auf dieser Basis kénnen die Casimiroperatoren wie folgt geschrieben

werden:
mi m2
C = E D1k s Cy = E Dok s
k=1 k=1

wobei @; 1. jeweils ein homogenes Polynom der Ordnung & in den Variablen

{Y1,...,Y,} ist. Die Kontraktion s ~~ &’ @ anLy ist durch die Endomorphis-
men
F(Xi)=X;, 1<i<r,

F(Y) =Y, 1<j<n

definiert. Werden die Invarianten auf der transformierten Basis geschrieben,
und betrachten_) wir den Grenzwert nach ¢, so ergeben sich Invarianten der
Kontraktion s’ & gnL; als [15]:

Og:tlingot%ci =P, 1=12.
Da nach Voraussetzung m; = mg = myg ist und deg C; # deg Co gilt (wegen
Einfachheit von s), so sind C] und C% funktional unabhéngig. m

Aus diesem Satz ergibt sich ein weiteres interessantes Problem, ndmlich
die Bestimmung der Homogenitétsgrade der Casimiroperatoren inhomogener
Lie-Algebren, die man als Kontraktion einer halbeinfachen Algebra erhélt.

4. Casimiroperatoren von Iso(p,q) und Invarianten
der inhomogenen Weyl-Algebra W (p, q)

In diesem Absatz zeigen wir, dal man die Invarianten der inhomogenen
Weyl-Algebra als Quotient von Casimiroperatoren der inhomogenen pseudo-
orthogonalen Lie-Algebra erhalten kann. Damit ist die in [7] unbeantwortete
Frage des Homogenitdatsgrades der Invarianten gelost. Zu diesem Zweck
entwickeln wir, als Anwendung obiger Ergebnisse iiber allgemeine inhomo-
gene Algebren, eine zum Satz von Gel'fand [18| analoge Aussage fiir die
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Lie-Algebra Iso(p, g). Wie bekannt besteht diese aus 3N (N + 1) schiefsym-
metrischen Erzeugenden E,, = —E,,,, P, die folgende Kommutationsregeln
erfiillen:

[E;uu E)\a] = g,u)\El/a + guaE)\y - gy)\Eua - gl/aE)\u ’
[Epws Pl = gupPo — gupPh

wobei
g=diag(1,...,1,-1,...,—1) .

die Diagonalmatrix der Pseudometrik darstellt und N = p + ¢ ist. Aus
verschiedenen Arbeiten (siehe z.B. [7,20]) ist bekannt, dak N (Iso (p,q)) =

%’H} gilt. Wird die in [16] zum ersten mal beobachtete Kontraktion

s0(p,q+1) ~ Iso(p, q) im Zusammenhang mit dem Grenzwert von Casimir-
operatoren benutzt, so kann man die Invarianten der Kontraktion aus denen
der orthogonalen Algebra so(p, g+ 1) erhalten. Folgende Proposition ist ein
Spezialfall der Kontraktionsmethode von Casimiroperatoren einfacher Lie-
Algebren mittels Determinantenformeln, die in der Arbeit [19] entwickelt
wurde, aus dessen Grund wir hier auf einen detaillierten Beweis verzichten.

Proposition 3 Ein maximales System unabhingiger unsymmetrisierter
Casimiroperatoren der Lie-Algebra Iso(p,q) ist durch die Koeffizienten Cy,
des charakteristischen Polynoms P(T')

P(T) :=|Apq — TIdN| + T [(Apg) (N41,8+1) — TTdn_1], (24)

gegeben, wobei

0 - —gjj€15 .- —gNNE1LN »T
e1jg11 - -- 0 ... —gnnejN  piT
Apq = J: . . ! ! (25)
e1,Ng11  ---  Gjj€jN ... 0 pNT
—p1911 —Pjgjj —DPNYNN 0

und (Apq)(N+1,8+1) die Untermatriz N-ter Ordnung ist, die durch streichen
der letzten Spalte und Reihe aus A, , entsteht.

Die inhomogene Weyl-Algebra W (p, q), im Rahmen der Feldtheorie als
Verallgemeinerung der Poincaré-Algebren eingefiihrt, ist nicht weiteres als
eine Erweiterung der Algebra Iso(p,q), wie sie im Abschnitt 3 besprochen
wurden. Daher sind die Kommutatoren von W (p,q) jene von Iso(p,q), zu
denen noch die Klammer

D,P,] = —P,, 1<p<N
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hinzugefiigt wird. Der Dilatationsoperator D kommutiert also mit der Levi-
Unteralgebra. Wegen Satz 1 erhalten wir also fiir jeden Casimiroperator C;
von Iso(p,q) die Beziehung

(D, C;] = NG,

wobei hier \; die Ordnung von C; als homogenes Polynom in der Variablen
P, bezeichnet. Insbesondere gilt fiir jeden Casimiroperator von Iso(p,q) die
Gleichung
OF
od
Aus Lemma 1 folgt dann, daf die rationalen Ausdriicke C’Z-)‘ I C’j_ A die
Gleichung

0.

N
~ oF
D(F):=> piz—=0. (26)
o O
erfiillen, und damit die Invarianten der Weylschen Algebra W (p, q) ergeben.
Wegen Lemma 3 gilt weiter

NW(p,q)) =

[w] . (27)

2

Um die Invarianten der Lie-Algebra W (p,q) in geschlossener Form an-
geben zu kénnen, miissen wir fiir jede Signatur (p, ¢) die Homogenitétsgrade
A; berechnen. Da bis jetzt keine geschlossene Formel fiir die Invarianten
der pseudo-orthogonalen Algebren vorlag, konnten die Zahlen \; bis auf die
einfachsten Félle nicht bestimmt werden. Mit Hilfe der Determinantenformel
(24) zeigen wir nun, daf die A; nicht von der Dimension und der Ordnung
der Casimiroperatoren abhéngen, sondern fiir alle Félle konstant sind.

Proposition 4 Fiir jeden Casimiroperator C; von Iso(p,q) gilt \; = 2.

Beweis. Nach obiger Konstruktion der Casimiroperatoren, geniigt es zu
zeigen, dak fiir alle 1 < 4,5,k < N die dritte Ableitung von P(T") nach den
Translationsvariablen verschwindet, d.h.,

83
—P(T
Op;Op;Op,

Aus Formel (24) ergibt sich

P(T) = |Apq — Tldn| + T |(Apqg) (v+1,8+1) — TTdn—1] -
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Da die Determinante |(Ap,q)( N+1,N41) — TIdN_l‘ auf der rechten Seite nicht
von den Variablen p; abhéngt, erhalten wir die Gleichung

oP(T)
opi  Op;

-T

€15911

€1,Ng11 ---

—P1g11

—9jj€15 ---

=T

955€5,N
—Pjg;5;5

—gnnei,n piT
—gnnejN piT
-T
—PNINN

pNT
=T

(28)

Reduzieren wir jetzt die Spalten der Matrix A, , — TIdy mit Hilfe der
elementaren Matrizenoperationen, so konnen wir dieser Ergebnis in folgender

Weise umschreiben:

OP(T)
Op;

-T

gi1€ij

€1,Ng11 ---

—P1911
=T

€15911

€1,Ng11 ---

—P1g11

0

0

0
—04; 9

—9gjj€1j ---

=T

955€5,N
—Pjgjj

—gnnei,n piT
—gnnej N DT

pNT
-T

-T
—PNJINN
—gnnern 0
—gnnejN 0T

=T 0
—pNgNN O

Wird diese Funktion erneut nach der Variablen py differenziert, so ergibt

sich der Ausdruck

’*P(T)
Op;Opi.

Opy,

=T

9 gii1€éij

—P1911
-T

gii1€ij

—P1g11

g11€é1,N .-

gi1ei,N ...

0

0

0
—0ij95;

—9jj€15 ---

=T

—Pj955

gjjej,N e

—gnner,N piT
—gnnejN piT

pNT
-T

-T
—PNYNN

—gnnein O

—gnnej N 0T




768 R. CAMPOAMOR-STURSBERG

=T ... 0 ... —gueuy ... —gnnein O
eﬁgll 0 —'T —gN]'vej,N 0

=2 611'911 e gll'ekl _QN}VelN 5k;T
el,]\'/gn 0 gllélN —‘T 0
—p1911 —0ij9jj --- —mgu --- —PNYGNN O

Entwickeln wir nun diese Determinante nach der j-schen und letzten Spalte,
so ergibt sich der Ausdruck

=T .e. ... —guey ... —gNNEeN
% = 20;.T elj:gn —:T —gN]:vej,N
€1 Ng11 -+ .-+  GUEIN .- =T
Daraus folgt, dafs die Funktion ap?;pk P (T') nicht mehr von der Variablen
p; abhéngt. Daher folgt unmittelbar
3P (T) _0
OpiOpkOpm

und der Homogenitétsgrad aller Casimiroperatoren ist gleich zwei. m

Korollar 2 FEine Basis von rationalen Invarianten der inhomogenen Weyl-
Algebra W (p, q) ist durch die Quotienten F; = CZ-C’l_l der Casimiroperatoren
aus (24) gegeben.

Als Beispiel betrachten wir die 11-dimensionale inhomogene Weyl-Alge-
bra W (1, 3), die von besonderer Wichtigkeit ist, da sie der konformen Grav-
itationstheorie von Weyl unterliegt [3]. Obwohl sich in diesem Falle die In-
variante der Weyl-Algebra leicht aus den klassischen Methoden ergibt, liefert
obige Formel einen praktischen Ausdruck. Die Invarianten der inhomogenen
Algebren Iso(1,3) ergeben sich aus der Determinantenformel (24) als:

4
G = Zgwpi
pn=1

Co

—2 E : Gup9vv Ipp (EuwpPuPuCppCup+ €ppuPuP p€un€up+EvpuPrPpeup€up)
p<v<p

D Gupgwen | Y 90005 | 5

pu<v PFELY
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wobei g = diag(1,1,1, —1) ist. Die rationale Invariante der Erweiterung ist
damit C' = CoC 1 Es ist zu beachten, daR C, als Funktion der Transla-
tionsvariablen p;, den Homogenitatsgrad Null hat.

Schluftbemerkungen

Wir haben bewiesen, dafs die Casimiroperatoren einer inhomogenen Lie-
Algebra g = 5B AnLi homogene Polynome in den Translationsvariablen
sind, sofern die Darstellung A keine Kopien der trivialen Darstellung von s
besitzt. Aus der Existenz einer Derivation, die als Identitat auf dem Radikal
agiert, ergibt sich eine Erweiterung von g mit der Eigenschaft, dafl jeder
Casimiroperator von g eine Halb-Invariante ist. Diese Art von Erweiterun-
gen sind fiir Verallgemeinerung der Eichtheorien von Interesse, da die In-
formation der erweiterten Algebra stets in Form von rationalen Funktionen
erhalten bleibt. Mit Hilfe dieser Tatsache konnten wir weiter ein Kriterium
fir die Unabhéngigkeit von kontrahierten Casimiroperatoren erhalten.

Als Anwendung der Methoden haben wir gezeigt, dak die Casimirop-
eratoren der inhomogenen pseudo-orthogonalen Algebra alle denselben Ho-
mogenitatsgrad in den Variablen des abelschen Radikals haben, wodurch sich
leicht ergibt, daf die rationalen Invarianten der inhomogenen Weyl-Algebra
als Quotienten dieser Operatoren zu erhalten sind.

Aus Satz 1 ergibt sich weiter ein Problem, daf bis jetzt in allgemeiner
Form nur fiir inhomogene Algebren mit Levi-Unteralgebra vom Rang Eins
gelost worden ist [17], ndmlich die Bestimmung der Homogenitétsgrade der
Casimiroperatoren. Dies trifft besonders fiir jene Darstellungen A einer ein-
fachen Lie-Algebra s zu, fiir welche die Ungleichung dim 4 < dim s gilt. Die
genaue Struktur der Casimiroperatoren solcher Algebren ist nicht bestimmt
worden, obwohl diese Operatoren fiir die Analyse der Verzweigungsregeln ir-
reduzibler Darstellungen in bezug auf Reduktionsketten s O s’ halbeinfacher
Lie-Algebren von grofter Wichtigkeit sind [6]. In dieser Hinsicht wére es wiin-
schenswert, liber eine allgemeine Klassifizierung der inhomogenen Algebren
zu verfiigen, die sich aus Kontraktionen von einfachen Lie-Algebren ergeben.
Das Problem héangt mit der Klassifierung maximaler halbeinfacher Unteral-
gebren eng zusammen. Ergebnisse in dieser Richtung existieren derzeit nur
bis zur Dimension acht [13].
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