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GRUPPENSTRUKTUR UND FELDGLEICHUNGEN
IM EINSTEIN-KOSMOS

Group Structure and Field Equations in Einstein Universe

VON D. KRAMER
Sektion Physik der Universitdat Jena*
(Eingegangen am 19. Februar 1972)

Die Isometriegruppe des Einsteinkosmos hat zwei Casimiroperatoren, deren Eigen-
wertgleichungen mit den physikalischen Feldgleichungen verglichen werden. Es ergibt sich
ein diskretes Spektrum von Eigenwerten der Energie.

1. Einleitung

Untersucht werden freie Felder (Klein-Gordon-, Dirac- und Maxwell-Feld) in einem
Riemannschen Raum (Einstein-Kosmos) mit vorgegebener Metrik, d. h. die Riick-
wirkung dieser Felder auf die Raumkriimmung wird vernachldssigt. Singularitdtenfreie
Losungen der Feldgleichungen, die Eigenfunktionen der Energie sind, wurden in [1] be-
stimmt. Im folgenden interessieren wir uns nur fiir die zugehorigen Eigenwerte. In Ana-
logie etwa zu den diskreten Energiewerten eines Elektrons in einem Kasten erwaiten wir
auch hier ein diskretes Spektrum; denn der physikalische Ortsraum ist geschlossen, sein
Volumen ist endlich. Grundsitzlich anders sind die Verhiltnisse im flachen Raum, wo
freie Teilchen (ebene Wellen) ein kontinuierliches Energiespectrum aufweisen.

Bei der expliziten Berechnung der Eigenwerte benutzen wir weitgehend gruppen-
theoretische Hilfsmittel — im Unterschied zu der in [1] angewandten Polynommethode.
Wir bringen die Casimir-Operatoren (Gruppeninvarianten) mit den Differentialopera-
toren physikalischer Feldgleichungen in Verbindung und gewinnen aus diesem Zusammen-
hang in den einzelnen Fillen unmittelbar das (diskrete) Eigenwertspektrum.

In analoger Weise werden in [2] freie Felder im de Sitter-Raum behandelt.

* Adresse: Sektion Physik der Universitdt Jena, DDR-69 Jena, Max-Wien-Platz 1, DDR.
(11



12

2. Lie-Ableitungen

Einer Bewegungsgruppe G, in einem Riemannschen Raum V, entsprechen r linear
unabhingige Killing-Vektoren & (a =1 ...r, u = | ... n). Die Gruppenoperatoren
0
T
Xa = éa Exj‘
sind Invarianten in bezug auf beliebige Koordinatentransformationen in ¥, und erfiillen
die Kommutatorrelation

[Xas Xb] = Cszc (1)

mit den Strukturkonstanten Ci,. Jeder Satz von Operatoren, der ebenfalls diesen Ver-
tauschungsregeln geniigt, wird Lie-Algebra gennant. Wichtig fiir uns ist der folgende
Satz:
Die Lie-Ableitungen eines beliebigen geometrischen Objektes in Richtung der Kil-
lingvektorfelder &4 bilden eine Lie-Algebra [3]. Es gilt also
£, £,] = Cat., £.= 0))
ga#
mit denselben Strukturkonstanten wie in (1).
Leicht zu verifizieren ist diese Aussage etwa fiir dic Lie-Ableitungen eines Tensors 1.
Stufe
£,T" = (00X, — &, )T

Ein Casimir-Operator C ist dadurch definiert, daB er mit simtlichen Operatoren der
Lie-Algebra kommutiert,

[C, £]=0. 3)

Wenn wir die Komponenten des geometrischen Objektes als Spaltenmatrix auffassen, so
sind die Operatoren £, Matrizen, die sich additiv aus 2 Anteilen zusammensetzen:

£, = IX,+&,.

Dabei bezeichnet I die Einheitsmatrix und &, den Spinanteil, der vom Transformations-
gesetz des jeweiligen geometrischen Objektes abhingt. Fiir spezielle physikalische Felder
im Einstein-Kosmos werden diese Matrizen in Abschnitt 4 explizit angegeben. Die
Operatoren &, allein bilden keine Lie-Algebra.

Die Lie-Ableitungen ecines geometrischen Objektes sind geeignete Konstruktions-
elemente fur die Erhaltungsgré Ben physikalischer Theorien. Aus der Forminvarianz
einer Lagrangefunktion L bei einer Isometrietransformation,

£ag_uv = éa;x;v+€av;;t = 0, (4)
folgt die Identitiit

Lo o U}—5L£U ©)
> q L‘?UQ"“ a2 B _(sUg aV s
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sofern L von den zweiten (und hoheren) partiellen Ableitungen der nicht-metrischen Feld-
gréBen Uy, nicht abhingt und sofern in spinorellen Theorien auch die Lie-Ableitung der
Pauli- oder Dirac-Matrizen verschwindet.

oL
Wenn die Feldgleichungen erfillt sind, SUS = 0, gewinnt man aus (5) nach Abspalten
fel

des 3-dimensionalen Divergenzanteils und Integration iiber den Ortsraum die integralen
ErhaltungsgréBen (Noether-Theorem).
Als Beispiel betrachten wir das Dirac-Feld

L=- ffzf\/g(%"wm-§";,,y"w+ 27’"0- TW)
Mit geeigneten Ahnlichkeitstransformationen 14Bt sich stets erreichen, daB bei einer
Isometrietransformation (4) auch die Dirac-Matrizen y, ungedndert bleiben:
£y, = 0.
Jedem Killingvektor & entspricht dann eine integrale ErhaltungsgréBe
& = [ W, Wdv

(¥+*: hermitesch konjugierter Bispinor).

3. Gruppenstruktur im Einstein-Kosmos
Die zeitorthogonale Metrik des Einstein-Kosmos
ds? = —c2dt?4-do? ®)

weist zunéchst einen (hyperflachennormalen) zeitartigen Killingvektor #* auf, der den Er-
haltungssatz fiir die Energie ausdriickt. Jede Hyperfliche ¢z = const ist ein 3-dimensio-
naler Raum S§3; mit konstanter positiver Kriimmung. Das Linienelement hat
in quasikartesischen Koordinaten x; die Form!

o2 dxdx; 4 . r? P = XiX; @
g = R = -
A? 4K*? K = const

S5 kann in einen fiktiven 4-dimensionalen Euklidischen Raum E, (Koordinaten Z;, Z,)
eingebettet werden:
=% z-K(_r ZZ,+7% = K?
i= A 4 = A 4K2 ’ i~ 4 — .
Daraus ergibt sich: Die Bewegungsgruppe von S5 ist die 4-dimensionale reelle Rota-
tionsgruppe N,. Den Rotationen um Achsen durch den Nullpunkt von E, sind in S5
insgesamt 6 linear unabhingige raumartige Killingvektoren é(a =1...6, i=1...3)

! In dieser Arbeit gilt generell die Summenkonvention: Uber zwei gleiche lateinische Indizes /, J, ...
ist von 1 bis 3 zu summieren.
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zugeordnet. Im speziellen Koordinatensystem (7) haben die Gruppenoperatoren X,
die Form

r2 a XXy 5
Xi=|1-—5]— S
9 k ( 4K2) x| 2K ox, (82)
Xa = é:z Pl
0x . 0
Xi = tumXi 7— - (8b)
0x

m

Am Koordinatenursprung von (7) erscheinen zwar die Drehungen in den (Z,Z,)-
Ebenen (Gl. (8a)) als Translationen und die Drehungen in den (Z;Z;)-Ebenen (Gl. (8b))
als Rotationen mit x; =0 als Fixpunkt. Diese Deutung der Gruppenoperationen gilt
aber nicht an jedem Punkt der Hyperkugel, so daB eine generelle Unterscheidung zwischen
Translationen und Rotationen nicht sinnvoll ist. Alle Gruppenelemente sind ihrem Wesen
nach gleichartig. Das duBert sich mathematisch in einer hohen Symmetrie der Vertau-
schungsregeln der Gruppe N,: Bildet man némlich bestimmte Linearkombinationen der
Gruppenoperationen (8),

1.
Xk+ EXka

X
so ergeben sich hierfiir die einfachen Vertauschungsregeln

2 )
[XE XF] = F ZewXan  [X0X7]=0. ©®

Nach dem in Abschnitt 2 angegebenen Satz gelten fiir die analogen Linearkombinationen
der Lie-Ableitungen dieselben Relationen:

2 -
[£2:7 £li} = ? "Izgklm£nj:7 [£:’ £k } = 0. (10)

Man erkennt aus (9), daB die 4-dimensionale Rotationsgruppe N, dem direkten Produkt
zweier 3-dimensionaler Rotationsgruppen N; isomorph ist. Andererseits ist Ny der 2-di-
mensionalen unitdren unimodularen Gruppe U, homomorph,

N3 ~ Uz.
Damit ist bereits die Frage nach irreduziblen Darstellungen von N,
D7 =DixD’ i =0,1,1,..

gekliart {4]. Die Isometriegruppe des Ortsraumes S hat nicht nur tensorielle (j4j = ganz-
zahlig), sondern auch spinorielle (j+-j' = halbzahlig) Darstellungen. Diese Aussage gilt
bekanntlich nicht fiir becliebige Koordinatentransformationen. Die physikalischen An-
wendungen im nichsten Abschnitt betreffen die Darstellungen D¢, D*Y; p%; ptt

2 Man beachte, daf3 auf Grund unserer Definition der Gruppenoperatoren die imagindre Einheit
in (9) und (10) nicht vorkommt.
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Aus einem Vergleich von (10) mit der Drehimpuls-Algebra? der elementaren Quan-
tenmechanik ergibt sich unmittelbar der Satz: Es existieren zwei Casimir-Operatoren
(Gruppeninvarianten)?

C. =5 (E £ £££)), (11)
und ihre Eigenwerte sind

2
C.lk, 1) = — & [k(k+D)+I(1+1)], k1=0,31,.. (12)

Wie bei der Behandlung der Drehimpulse in der Quantenmechanik k&nnen die Werte
der Quantenzahlen k& und / sowohl ganz — als auch halbzahlig sein. Wir erwdhnen
noch, daB die Form des Linienelementes (7) auch bei der Spuegelung

2 13
rzx (13)

(Inversion am Aquator, Transformation der reziproken Radien) unverindert bleibt.
Diese Operation kann deshalb durch eine Ahnlichkeitstransformation der Dirac-Matrizen
y, kompensiert werden, so daf} die Darstellung

1 o

Ym = ;}’m’ V4 = Y4

();“: konstante Dirac-Matrizen des Minkowski-Raumes) auch nach der kombinierten
Transformation gilt. Die Inversion (13) induziert eine Transformation im Raum der
Bispinoren. Aus

2x; _ _
Vi = (6ij'- —"zij‘) (g’)’}(g 1’ Ya = (g'yt&% 1’ (gl = +1
r

folgt fiir die Transformationsmatrix* €:

€ =0y =1 14
=1 Wm 7 =%l (14)

Das Transformationsverhalten von Bilinearformen (¥y*y¥ erc.) ist ahnlich wie bei raumli-
chen Spiegelungen im flachen Raum, 5 entspricht der Paritat,

4. Freie Felder im Einstein-Kosmos

Wir behandeln nun die einfachsten Darstellungen von N,, berechnen dafiir im Ko-
ordinatensystem (7) die Operatoren

£F = IXF+5F

3 Definition: GIl. (3).

4

2o

1
T=vS 4 EuveaPEY VY7
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sowie die Casimir-Operatoren (11) und priifen schlieBlich, inwieweit deren Eigenwertglei-
chungen mit den physikalischen Feldgleichungen identisch sind. Aus diesem Vergleich
folgen unter Verwendung von (12) die Energieeigenwerte.

Wir erldutern das Verfahren am Klein-Gordon-Feld. Die Ergebnisse fiir das Maxwell-
und Dirac-Feld sind tabellarisch zusammengestellt. Fiir ein (reelles) skalares Feld @
verschwindet der Spinanteil der Lic-Ableitung,

FE=0.
Damit erhdlt man fiir die beiden Casimir-Operatoren
Ci,=4,C_=0. (15)

Mit 4 bezeichnen wir den Laplace-Operator’ in S;. Dieses Resultat zeigt, daB es zweck-
mabBig ist, fur die Gruppeninvarianten gerade die Linearkombinationen (11) zu wihlen.
Gl. (15) bestatigt uns, daf die Casimir-Operatoren Invarianten beziiglich beliebiger Koor-
dinatentransformationen in S3 sind (obwohl wir die Summenkonvention in (11) wie fiir
kartesische Koordinaten im Euklidischen Raum auszufithren haben).

Aus (12) und der daran anschlieenden Bemerkung folgt mit C_ = 0 fiir die Eigen-
werte von Cy und damit von 4:

4
Cil) = = I+ 1=0,4,1, .. (16)

Aus der Klein-Gordon-Gleichung (im Einstein-Kosmos)

H mzcz
P =0

E
gewinnen wir nach Separation des Zeitfaktors® exp (—iT t):
1

m?c? E?
C.o— 2 o

T T 17

Wir erhalten somit aus (16) fiir das Spektrum der Energiceigenwerte

hZCZ’.

4
E} = m?c*+ & a+1 1=0,141,...

* Im Koordinaten system (7):

G2 X, o 2
A=l 47" 41y ).
Xm0 X 2K? Sxpp 4K?

¢ Die Separationskonstante E ist (bis auf einen konstanten Faktor) gleich der integralen Erhaltungs-
groBe, die zum zeitartigen Killingvektor n# gehort.
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Fiir masselose Teilchen (m = 0) ergeben sich bei abgeéinderter, konforminvarianter Feld-

gleichung [5]

. R
(p’z'f‘?(p:()

TABELLE

a) Maxwell-Feld

b) Dirac-Feld

Geometrisches Objekt

Spinanteil der Lie-
Ableitung £7

Casimir-Operator C.

Tensor 1. Stufe: a = (4%)

1
& )"““2 5 (03 jxk+ Ogxi—

5ku
“‘(skzx;) + —

l'2

7
(Colim == <A'~ _27(—2" + 4AK* +

a2,
A % s
K2 Fox )

XiXm A
——— +

Bispinor* ¥

FF (O Oy — Xy F !

Ty = _—
k 8K2 k% m— mk+4K

X ExmmEm&n

3 r?
Ci=\A—— ——|I
* ( 4K? 8K“>+

A
O g m) X,
4K2(m k T4k m) m axk

Algebraischer Zusammenhang c? - 4 c 19 2 1 3
e C?z= e | Cp— ——

von C, und C_ Y a9 P AT S 24
Verkniipfung der Quanten- k= Il+1 k=1+1%
zahlen & und /
Eigenwerte von C. cy(l) = — i (d+1)? () = 2 2024314+ — 3

g + + X2 ey = 1?— "

I=0,41,... 20) 1=0,4,1,.. 25)

Kovariante Feldgleichung FW =0, Fyy=Ayy—Ayy 21) yrY. + —'—nhi ¥ =0 (26)

Zeitfreie Feldgleichung
(Differentialoperator durch C.
ausgedriickt)

Eigenwerte von E

Coulomb-Eichung, Zeit separiert:

E2
C,Qa= -—Wa 22)
2fic
Ey = —(1+1) =041, ... 23)

Iteration, Zeit separiert:

c 3 m3c? W E? w
T 52 T Rz

27)

#2c? 3\*
E? = m?c*+ f— 2[+ (28)

Bemerkungen

Die Coulomb-Eichung (4%; = 0,
As = 0) wird durch die Form
der Metrik (6) nahegelegt.

* Bispinorindizes werden nicht mitgeschrieben.

Der Spinanteil wird aus
£a7u zyu, v “‘Vogun,g +[Za 7“] =0
bestimmt.



18

6
wegen R = — Iz ganzzahlige Vielfache einer Grundfrequenz:
, he
E,:hw,——:f(ﬂﬁ-l) I1=0,4,1, ... (18)

2nK
Ein Wellenpaket nimmt nach der Zeit ' = —— wieder seine urspriingliche Gestalt an.
c

Einfache Beziehungen ergeben sich auch bei den konforminvarianten Gleichungen fiir
Felder mit hoherem Spin; fiir das Maxwell-Feld und das masselose Dirac-Feld (m = 0)
ist dies aus der Tabelle ersichtlich’.

Bei den speziellen Feldern, die wir betrachten, ergibt sich jeweils ein anderer alge-
braischer Zusammenhang® der beiden Casimir-Operatoren C, und C-. Dadurch entsteht
eine spezielle Verkniipfung zwischen den Quantenzahlen k und 7, so daB die Eigenwerte
des Operators C; nur noch durch eine Quantenzahl charakterisiert werden®, Das trifft
dann auch auf die Energieeigenwerte zu, da der Differentialoperator (2. Ordnung) der zeit-
freien und gegebenenfalls iterierten Feldgleichung in einfacher Weise durch den betreffenden
Casimir-Operator C; ausgedriickt werden kann.

Die allgemein-kovariante Dirac-Gleichung (26) hat im Koordinatensystem (6),
(7) die Form

ov
HY = ih —
ot

H = coc-ﬁ [<1+ r—zz)i — _x_,_] + pmc? 29
Py 4K?)ox, 2KZ
Dabei geniigen die 4 konstanten Matrizen o;, f den Relationen
{op o}y =26, {afle=0 p2=1,
und die Bispinoraffinititen berechnet man zu

(amai - <xiam)x m

F. = ———— N
’ 8K2A4

F4_=O.

Die Lie-Ableitungen kommutieren mit dem Hamiltonoperator in (29):

[H,£1=0.

7 vgl. (18), (23), (28).
8 vgl. (15), (19), (24).
° vgl. (16), (20), (25).
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5. Nichtrelativistische Quantenmechanik

Die Operatoren

h f o

7 X = -éa o, (30)

sind hermitesch. Zum Beweis wenden wir den Gaussschen Satz auf ein Integral iiber den

geschlossenen Ortsraum S5 an:
R
@ — &y | dv=0.
i .

Die Operatoren (30) gehen fiir K — 0 in Impuls- und Drehimpulsoperatoren iiber. Drei
paarweise miteinander kommutierende Operatoren x, existieren im gekriimmten Raum
nicht.

Die kanonischen Vertauschungsregeln

h
[pop]=0=1[4"47 [p.d"]= n oF

lassen sich jedoch mit den ebenfalls hermiteschen Operatoren

h[ o D 1
D= — 5“,'*""(108g);, g =X q='Zé

3y
(Ortsdarstellung) erfiillen. Das eigentliche Problem besteht darin, in welcher Reihen-
folge man die Faktoren im Hamiltonoperator anzuordnen hat.

Beispielsweise gehen die hermiteschen Operatoren

1
H' = Cy A¥p A~ p AT
m

14 1
H" = — Apip;iA
2m
beide in den klassischen Ausdruck fiir ein nichtrelativistisches Teilchen im vorgegebenen

Raum §; iiber. Setzen wir aber die explizite Form der Operatoren (31) ein, so erhalten
wir zwei kovariante Bildungen

. h? . h? R
H=——A4, H = -——{44+ —{,
2m 2m 8

die sich um einen additiven Term unterscheiden, der natiirlich im flachen Raum ver-
schwindet.
Versucht man, diese Frage durch nichtrelativistische Naherung der allgemein-kova-
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. . 1 . .
rianten Dirac-Gleichung <Entw1cklung nach —) zu entscheiden, so wird man zunichst
c

auf eine Zweikomponenten-Gleichung gefithrt:

h? 4 3 N r? N A p
m\ ATk TRk T R O )= A
h i}
di = — eugXy — (32)
i 5x,

(o;: Pauli-Matrizen, &: nichtrelativistische Energie). Das Glied ~ 0;d;, das die Komponen-
ten des Spinors y vermischt, beschreibt gewissermaBen eine durch das duBere Gravita-
tionsfeld induzierte *“‘Spin-Bahn-Kopplung” des Elektrons und tritt auch auf, wenn die
Wechselwirkung mit dem elektromagnetischen Feld nicht betrachtet wird. Wir sehen

1
keinen Grund, dieses Glied gegeniiber e zu vernachlidssigen. Eine Einkomponenten-

gleichung (verallgemeinerte Schrédinger-Gleichung) zu deduzieren, ist uns also nicht
moglich.

6. Zusammenfassung

Das Studium der Isometriegruppe des Einstein-Kosmos fithrt zu Aussagen iiber die
Energiewerte von singularitdtenfreien Losungen der betrachteten Feldgleichungen. Die
Eigenwertgleichungen fiir geeignet definierte Casimir-Operatoren und die physikalischen
Feldgleichungen erweisen sich als nahezu identisch. Die Voraussetzung eines geschlossenen
Ortsraumes spiegelt sich in der (lokalen) Gruppenstruktur wider: Wir erhalten diskrete
Energiewerte. Das ist fiir ein offenes Modell nicht zu erwarten.

Die Ergebnisse von Abschnitt 4 kénnen auf Felder mit hherem Spin, insbesondere
auf das Gravitonenfeld ausgedehnt werden.

Herrn Professor Schmutzer, Dr Neugebauer und Dr Stephani danke ich fiir wert-
volle Diskussionen.
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