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After some remarks dealing with the generators of unitary transformations we consider
the canonical quantization of free fields in a static space-time: expansion of the field opera-
tors, complete and orthonormal systems of classical solutions, definition ~f creation and
annihilation operators, occupation number representation of the Hamiltoman.

1. Einfiihrung

Bei der Behandlung verschiedener quantenelektrodynamischer Probleme wird das
Viererpotential in einen externen und einen quantisierten Anteil zerlegt. Haufig ist sogar
die Niherung gerechtfertigt, das elektromagnetische Feld als ein klassisches #duBeres
Feld zu behandeln, welches das Elektron-Positron-Feld beeinfluBt, aber von diesem keine
Riickwirkung erfahrt. Im Furry-Bild [1] ist dann der Zustandsvektor des quantisierten
Dirac-Feldes zeitunabhiingig, und die zeitliche Entwicklung des Feldoperators ¥ erfoigt
nach der Dirac-Gleichung mit auBerem Feld

yi<‘1’,--— 5A§“W> +x¥ = 0. (1)
" he

Den Feldoperator kann man nach einem vollstindigen System klassischer Lésungen von
(1) entwickeln. Wenn es sich insbesondere um ein statisches duBleres Feld handelt,
kénnen Losungen mit positiver und negativer Energie unterschieden und Erzeugungs-
und Vernichtungsoperatoren auf diese Weise definiert werden. In Analogie hierzu soll
in dieser Arbeit die Quantisierung von Feldern erfolgen, die nur dem EinfluB eines duBleren
Gravitationsfeldes unterliegen. Der metrische Tensor g;; ist also vorgegeben (z. B. Schwarz-
schild-Metrik) und hat c-Zahl-Charakter.
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2. ErhaltungsgroBen und Erzeugende unitirer Transformationen

Bevor wir uns auf statische Gravitationsfelder beschranken, wird in diesem Abschnitt
der allgemeine Zusammenhang von kontinuierlichen Symmetrietransformationen in der
Raum-Zeit und unitiren Transformationen im Hilbert-Raum aufgezeigt. In den betrach-
teten Gravitationsfeldern existiert also eine r-parametrige Bewegungsgruppe G, mit den
Strukturrelationen

(X, X,]=C%X., ab=1,..,r, )
Xa = étizai! éai;j+¢aj;i = 0- (3)

Nach dem Noether-Theorem entsprechen diesen Symmetrien in der klassischen The-
orie die Erhaltungsgroflen

E, = [ &,T/do;. CY

Die Integration erfolgt iiber eine beliebige raumartige Hyperfliche I' mit dem invarianten
dreidimensionalen Volumenelement do

do; = ndo, nn' = —1. )]
Aus der Klling-Gleichung (3) und der Divergenzfreiheit des symmetrischen Energie-

Impuls-Tensors

2
™™ = - = )

folgt unmittelbar der lokale Erhaltungssatz
(&T)n =0 )

und daraus unter bestimmten Bedingungen die Unabhingigkeit der r Invarianten E,
von der Wahl der Hyperflache; es gilt dann

E,,=0.

a,i

Wenn die Lagrange-Funktion & die partiellen Ableitungen der Felder ¥, nur bis zur
ersten Ordnung enthélt, kann man die ErhaltungsgréBen E, in folgender Form aufschreiben

. . X4
E, = [(IT"£,V,—¢ELydo, NO* =

= . 8
ﬁVA‘i ( )

In der quantisierten Theorie sind die ¥, Feldoperatoren, und jede Symmetrietrans-
formation in der Raum-Zeit induziert eine unitdre Transformation im Hilbert-Raum
der Quantenzustinde

= Ub, Vi) = UVUL U= Ut ©)

Die Raum-Zeit-Symmetrie driickt sich darin aus, daB jeder Zustand |)’ mit einem in
bezug auf das urspriingliche Bezugssystem ebenfalls physikalisch realisierbaren Zustand
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identisch ist (Invarianz des Vektorraumes der Zustiande). Insbesondere ist die Invarianz
des Vakuums zu fordern:

105" = 10). (10)

Wir betrachten infinitesimale Transformationen

. . . i
xt =x'+2E, U,=1- N AE,, A infinitesimal. (11)

Fiir die hermiteschen Erzeugenden der unitiren Transformation

h U,

a .
i 04 ;=0

ergibt sich aus (9) die wichtige Gleichung
h
[Eo Vil = — £V, (12)
1

und die Invarianz des Vakuums bedeutet

E,|0> = 0. (13)
Es zeigt sich, daB die Erzeugenden in der quantisierten Theorie gerade den Erhaltungs-
groBen in der klassischen Theorie entsprechen. Das ist durch gleiche Bezeichnung bereits
zum Ausdruck gekommen. Um die Erzeugenden der unitiren Transformation zu kon-
struieren, hat man also nur in den ErhaltungsgréBen (4) die klassischen Felder ¥, durch
die entsprechenden Operatoren zu ersetzen. Die speziell-relativistische Quantenfeldtheo-

rie legt diese Identifizierung nahe [2]
Bekanntlich gilt fiir die Lie-Ableitungen eines beliebigen geometrischen Objektes [3]

[£a, £b] = Czbfc' (14)

Fiir die Erzeugenden E, als Darstellung der Gruppe G, im Hilbert-Raum muB natiirlich
ebenfalls die Kommutatorbeziechung

h
[E. Ey] = — CaE. 15
1

mit denselben Strukturkonstanten wie in (2) erfiillt sein. Fiir jede Theorie (z. B. Klemn-
Gordon- oder Maxwell-Feld im auBeren Gravitationsfeld mit der Bewegungsgruppe G,)
ist nun explizit zu iiberpriifen, ob die Relationen (12) und (15) tatsichlich aus den Feld-
gleichungen

0L

— =0 (16)

oV,
und aus den (gleichzeitigen) kanonischen Vertauschungsregeln

Ar 2 zay]- _ﬁ Ag 0 =a
LA, Va(3)Je=s = — 950(x" X7 (17
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[T4(x), %3 )=, = 0,
[Vd(xa), VB(ZG)}I'=R = O, (17)

folgen. Dabei sind die Raum-Zeit-Koordinaten so gewahlt, daB die raumartige Hyper-
fliche I durch ¢t = const beschrieben wird, und 6(x*, X*) bezeichnet die invariante Delta-
funktion auf I,

[ 8(x, #do = 1.

Um die Rechnungen zu vereinfachen, kénnen wir ohne Verlust an Allgemeinheit ein
Gaufisches Koordinatensystem verwenden, das von I’ aus konstruiert wird,

n; =(0,0,0,1), ds* = hdx*dx’—dt*>, a,f=1,23. (18)
und im Falle des elektromagnetischen Feldes von der Eichung des Potentials
A'n; =0 19)

Gebrauch machen.

Beim Nachweis der Relation (15) ist zu beachten, daf} die verschiedenen Erzeugenden
E,(a=1,...,r) als Integrale iiber dieselbe Hyperfliche I' aufzufassen sind. Fiir das
reelle skalare Feld und fiir das Maxwell-Feld gelangt man nach mehreren Umformungen
{41, [5] zu dem Ergebnis

h c h k
[Ea’ Eb] = T CabEc+ T Rab;kda9

R, = 2h{(IT A'féa £Vt Lg[a&i} -1 Aié[a £,V0, (20)
wobei die Abkiirzungen
hy = gu+nmy, & =&n, nnt=—1, II*=1%n, 21

benutzt wurden. In den genannten Spezialfillen hat man einzusetzen:

L V4 IT4i
1 R !
Reelles skalares Feld ey ((p);(,v»i+x2q>2— 3 gaz) @ -t
Maxwell-Feld —1 BB (B;; = A7 ;— A, )) A} BY

* Fir » = 0 ist die Feldgleichung konforminvariant.
2 b‘g&(x, x) ist wegen der Eichung (19) durch die transversale 6-Funktion zu ersetzen.

In dem Resultat (20) kann das Integral iiber die dreidimensionale Divergenz
mit dem Gauflschen Satz in ein Integral tiber die zweidimensionale Berandung von I’
umgeformt werden; und dieses verschwindet, wenn die Felder fiir groBe rdumliche Ab-
stinde geniigend rasch abklingen, wenn es sich um einen geschlossenen Ortsraum handelt
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(z. B. Quantenfeldtheorie im Einstein-Kosmos) oder wenn die Felder bestimmte Symme-
trieeigenschaften besitzen (z. B. ebene Wellen im flachen Raum). Wenn eine dieser Bedin-
gungen erfiillt ist, folgt die Giltigkeit von (15) aus der Klein-Gordon-Gleichung bzw.
aus der Maxwell-Gleichung sowie aus den postulierten Vertauschungsregeln.

Angewandt auf die Quantenfeldtheorie im Minkowski-Raum mit dem metrischen
Tensor 7,;, bildet die Beziehung (15) eine Zusammenfassung der bekannten Ausdriicke
fiir die Kommutatoren

[P » P j] =0,
[P Mj] = 2ihP
[Mil, M jk] = 2ih(M i[j”lk]l“Mt[jﬂk]i) (22)

in invarianter Schreibweise. Die Quantisierung des skalaren Feldes im de Sitter-Kosmos
[8] ist ein weiteres Beispiel, bei dem die grundlegende Beziehung (15) eine wesentliche
Rolle spielt. Die Gleichungen (12) und (15) sind konsistent, wenn man sie in die Jacobi-
Identitat

[Es, [Ey, V4114 [Es [Vas Eay]+[Vas [Ea Ep]] = 0 (23)

einsetzt und dabei (14) beachtet. Die Relation (12) stellt eine Veraligemeinerung der Hei-
senbergschen Bewegungsgleichung dar und enthilt beispielsweise fiir das skalare Feld ¢
in einer statischen Raum-Zeit mit dem Killing-Vektor &, dem der Hamilton-Operator

H = [ {'T/do, (24)
zugeordnet ist, im speziellen Koordinatensystem mit & = &, die Aussage?

h
[H,¢]=—¢. (25)

i
3. Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren in statischen Gravitationsfeldern

Bei der Feldquantisierung kommt man mit rein lokalen Betrachtungen nicht aus;
das erschwert den Ubergang zu einer allgemein-kovarianten Quantenfeldtheorie. Wie
die bisherigen Ausfiihrungen zeigen, enthalt die Theorie an nichtlokalen Elementen vor
allem Integrale iiber raumartige Hyperflichen, wobei die Integranden in den Feldoperato-
ren quadratische Ausdriicke sind.

In statischen Metriken zeichnet der zeitartige Killing-Vektor & in invarianter Weise
raumartige Hyperflichen I’ aus. Wir legen im folgenden ein Koordinatensystem mit
& = 8% zugrunde, die Hyperflichen sind dann durch x* = ¢ = const gegeben, und es
gilt

n, = (0,0,0,v ~g,4). (26)
Die Zeitunabhiingigkeit der Metrik emdoglicht die Separation der Feldgleichungen (16)

2 Punkt bedeutet partielle Ableitung nach der Zeitkoordinate.
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in bezug auf die Zeit und die Darstellung eines hermiteschen Feldoperators ¥, in der
Form

Z hoa—— . .
Va= \/2_0—)“ \/— 8aa {azup(xVe™ % + agu;A(xa)emz‘} . 27
b

Dabei bezeichnet wg(wy > 0) die auftretenden Separationskonstanten, die Koeffizienten
ay, at hingen nicht von der Zeit ab, und die Funktionen wu;, bilden ein vollstindiges
Orthonormalsystem von Losungen der Differentialgleichung

D3usp = —wiuy, (Eigenwertgleichung), (28)
fusuido = 855 (Orthonormalitit), 29)
T us (B = 085 x%)  (Vollstandigkeit). (30)

Die Summation in (27) und (30) erfolgt iiber die einzelnen “Moden”. Die Orthogonalitit
zweier Losungen mit w; # w; resultiert unmittelbar aus der Hermitezitdt des Differen-
tialoperators D%,

I(Dﬁu;a)ug'd" = J.“;A(Dguz'a)d"- (3D

Wenn Entartung vorliegt, kann man auf die zu gleichem w; gehbrenden Losungen von
(28) ein Orthogonalisicrungsverfahren anwenden. Fiir komplexe Ldsungen der Eigen-
wertgleichung (28) vereinbaren wir

Upg = U_gq (32)
Sofern ein gewisses Integral iiber eine dreidimensionale Divergenz verschwindet (vgl.
die hierfiir im vorigen Abschnitt genannten Bedingungen), ist die Hermitezititsbedingung
(31) erfiillt. Um das zu erreichen, wurde bereits in der Entwicklung (27) der Faktor t/ :—g_.*;
abgespalten. Die konkrete Gestalt der Eigenwertgleichung (28) ergibt sich in den be-
trachteten Spezialfallen aus der jeweiligen Feldgleichung (16):
Reelles skalares Feld®:

R A 4
\/—344 [(A + Z ‘K2> +(\/‘” €44).20 :] \/ —8aq Uy = _wgu):; (33)
Maxwell-Feld:
v, (V=g40)"
(U}Ja,y - UEy,a)’ + hae (vZu,'y - UE}',a) = - g44w)22027 (34)

\/—g44

mit

Y
Use =V — 844 Usy-
Iin der Schwarzschild-Metrik

2

d 2
ds? = r2 +12(d9? +sin? 9dg?) — <1— —m-) dr?
r

m

r

3 4 = Laplace-Operator auf I
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konnen wir beispielsweise fiir das skalare Feld als vollstindiges Orthonormalsystem Pro-
dukte aus Radialanteil und Kugelflichenfunktionen wihlen

Ug: Rl(w: r)Ylm(‘ga ¢)
Der Index X steht hier als Abkiirzung fir

Y:i(w, 1, m)
=Y (w, I, —m).

Eine Normierung iiber das AuBere des “black hole” ( = const, » > 2m) ist nicht moglich,
da die Felder V, fiir r = 2m nicht verschwinden.

Im Einstein-Kosmos bilden die Harmonischen auf der dreidimensionalen Kugel-
oberflache cine Realisierung des Losungssystems u;. Fiir das Maxwell-Feld im Einstein-
Kosmos sind Losungen von (34) bekannt {4], nach denen man das Viererpotential gemi3
(27) entwickeln kann.

In statischen Metriken erhilt man fir die kanonischen Impulse der hier behandelten
Felder

I, =

lw )
2 \/2 = E) {axuu(x )e“mrt“ag";(xﬁemﬂ}- (35)
w5 ¥/

\/ — 8aas N — 844

Mit Hilfe der Orthonormalititsrelation (29) gelingt es, die Entwicklungen (27), (35) nach
den Koeffizienten a;, al umzustellen:

elmz! *
N P J ( Vi Y g HA) do, (36a)
\/2th ‘/ 844

e—tht » ) O);
al = J ug ( V,—i V=44 844 HA) do. (36b)
\/2flcoz V= ~ 844

Die kanonischen Vertauschungsregein (17) sind vollig dquivalent den Kommutatoren

[a;, a}] = d55
[a5,a;] =0 = [aL a-,lv:']- 37

Deshalb ist es gerechtfertigt, a} und a, als Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren
zu bezeichnen. Durch wiederholte Anwendung der Erzeugungsoperatoren ab auf den
Vakuumzustand [0) kann man in gewohnter Weise den Hilbert-Raum der Quanten-
zustinde (Fock-Darstellung) aufbauen. In einem so konstruierten Zustand ist jede “Mode”
mit einer bestimmten Teilchenzahl ny vertreten.

Der Hamilton-Operator (24) ist in statischen Metriken ErhaltungsgréBe bzw. Er-
zeugende einer der Zeittranslation entsprechenden unitiren Transformation. Nach einigen
Umformungen mit Hilfe der Feldgleichung (16) kann bei der Berechnung des Hamilton-
-operators H eine dreidimensionale Divergenz abgespalten werden (GauBscher Satz!),
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und es ergibt sich schiieBlich

1 20 P N 1 Z
H=-|—f_—2" do=- hwz(a}a2+a;a}‘). (38)
2 \/—g4 2

Zunachst sind alle Rechenschritte wie in der klassischen Theorie ausgefiithrt worden.
Nach der Bildung des Normalprodukts in bezug auf a;, ai erhilt man die iibliche Teil-
chenzahldarstellung

H = Y hoala;. 39)

Anhand der Entwicklung (27) und der Vertauschungsregeln (37) bestitigt man hieran
die Beziehung

h .
[H, V] = i Ve (40)

1

Wenn die Hyperflichen I' einer statischen Metrik eine weitere Symmetrie (z.B. Axial-
symmetrie) aufweisen, so existiert ein zusdtzlicher Killing-Vektor

= (" (x"), 0).

Die Lie-Ableitung £ (in bezug auf #') und der Differentialoperator in der Figenwert-
gleichung (28) mogen kommutieren und besitzen folglich ein gemeinsames Eigenvektor-
system ug,:

£huzp = Astizy, l; = —Ay= .y (41)
Durch einfache Rechnung gelangen wir wieder zur Teilchenzahldarstellung
E =Y hisalas (42)

fir die Erzeugende (in bezug auf n'). Offensichtlich kommutiert sie mit dem Hamilton-
-operator,

[H,E] = 0.

Weil eine Erzeugende E auch bei wechselwirkenden Feldern Bewegungskonstante ist,
konnen Teilchen immer nur paarweise (mit den Eigenwerten -+ A5) erzeugt oder vernichtet
werden.

4. Vertauschungsfunktion

Die kanonischen Vertauschungsregeln (17) werden auf einer Hyperflache I' postuliert,
sie gelten nur fiir gleiche Zeiten (¢t = ¢). Die Entwicklung (27) des Feldoperators ¥V
gestattet es nun, auch die nichtgleichzeitige Vertauschungsfunktion fiir dic Komponenten
von V, allgemein anzugeben:

V), V()] = *?—Aﬁ(x, X),
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A5(x, ) = V = a(x) V — gaa(F) x

% Re [Z {E;A(x.a)ug(xa) eiwx(t~;)}] (43)
iwg

(Re = Realteil). Im Falle reeller Funktionen uy, = uy, fiihrt die Realteilbildung auf,

Re[..] = {“ﬂﬁ’ff)“?(f“)

Wy

sin w;(t—i)} )

Wie mit der Vollstindigkeitsrelation (30) leicht nachzuweisen ist, besitzt die Vertauschungs-
funktion (43) folgende Eigenschaften:

A4(x, X)|;=; = 0,
a45(x, X)
ot

=V = s 3550 %), (44)

1=t

Dadurch ist der AnschluB an die kanonischen Vertauschungsregeln (17) gesichert.
Da die Zweipunktfunktion (43) (beziiglich beider Argumente) die Feldgleichung (16)
erfiillt, ist damit auBerdem das Problem der zeitlichen Entwicklung des Feldoperators aus
vorgegebenen Anfangswerten (Cauchy-Problem) gelst:

Vi) = f A5(x, %) ;x— Vy(R)dG (45)

In Analogie zur Quantenfeldtheorie im Minkowski-Raum kdnnen auch andere singulire
Funktionen (z.B. Feynman-Propagator) in statischen Gravitationsfeldern angegeben
werden.

5. Verallgemeinerungen

Das hier dargestellte Quantisierungsverfahren 148t sich in zweifacher Hinsicht ver-
allgemeinern. Man kann einmal die Betrachtungen auf andere Felder ausdehnen,
insbesondere auf das Dirac-Feld mit der Entwicklung

h _ .
Y= — (byug(xMe mxt"'d}l’z(xa)emﬁ)’
Wy

wobei z.B. die Bispinoren u; (x*) der Normierungbedingung
fusupdo = wsbsy
geniigen. Der Hamilton-Operator hat wieder die bekannte Form
H = Y hoy(bibs+didy).

Andererseits ist es ohne weiteres moglich, auch in stationiren Gravitationsfeldern zu
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quantisieren. Fiir das skalare Feld lautet dann die Verallgemeinerung von (38)

H = — 1 [[g*(¢* - 03)+28%00 ] vV — g4s do,

und dafiir resultiert nach einigen Umformungen wieder die Darstellung (39).

Die Wechselwirkung der betrachteten (freien) Materiefelder (Klein-Gordon-, Maxwell-,
Dirac-Feld) mit dem statischen bzw. stationiren Gravitationsfeld ist exakt beriicksichtigt
worden. Auf dieser Basis ist dann die Wechselwirkung dieser Materiefelder untereinander
(Quantenelektrodynamik im duBeren Gravitationsfeld) storungstheoretisch zu behandeln.
Wir brauchen nicht zu fordern, dal das Gravitationsfeld in der fernen Vergangenheit
und Zukunft (t > + oc) abgeschaltet ist, wie das in verschiedenen Arbeiten [6], {7] von
vornherein angenommen wird.
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