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WITOLD POGORZELSKI

Equlibre d'une masse gazeuse rayonnante

Les problémes que présente I'Astrophysique et la Physique des couches
supérieures de 'atmosphére demandent 1'étude de I’équilibre d’'une masse ga-
zeuse ot ’on tiendrait compte du rayonnement intérieur, dont l'influence est
prépondérante a cause de la conductibilité insignifiante d’'un gaz. Cette étude
fera I'objet de ce travail. Rappelons d'abord quelques notions de la théorie
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du rayonnement. Au point intérieur O d’un milieu considérons un élément de
surface ds avec la normale on; le flux d’énergie rayonnante dans le temps dt,
par la surface ds dans la direction or, correspondant au domaine du spectre
{, A-F-d») (i désignant la longueur d’onde) s’exprime par

X-dh-ds-dt-dw-cos b (1)

8 étant 'angle que fait la normale on avec la direction or et dw étant un angle
solide élémentaire. On appelle X l'intensité du rayonnement A au point con-
sidéré dans la direction or. Soit dv un élément de volume du milieu rayonnant;
I'énergie émise grice au rayonnement A par I'élément dv dans la direction
d’un angle solide dw et dans le temps d¢ a pour valeur

E.-dv-de-dr-dt (2)

La quantité E est I'intensité d’émission % au point considéré. Soit a (4, ») le
coefficient de I’absorption des rayons i; c’est une fonction de la longueur

d’'onde et des coordonnées du point 4. D’aprés la loi généralisée de Kirchhoff,
nous avons, 4 un facteur prés:

E
C=J0T) 3)

<J étant une fonction universelle de X et de la température absolue 7' qui, d’a-
prés la théorie des quanta de Planck, a pour expression
¢, h—5
T, Ty = A (4)
e).T;_ i
J est une fonction monotone et croissante de 7. En s’appuyant sur les lois
de I'absorption et de 1'émission dans un milieu continu, on montre que la

fonction X varie dans la direction correspondante 47 suivant la loi différentielle

S =24 E) 3)
ou .
% — A (X —J) (6)

‘On montre dans la théorie du rayonnement que la quantité d'énergie absorbée
par I'élément dv dans le temps d¢ correspondant au rayonnement (X, A4-d3)
s’exprime comme il suit
27 =
dv-dt-d)\-{ o X-sin0-dody (7
o 0
6 et ¢ désignant 'angle polaire et 'azimut au point considéré. En étendant la
sommation au spectre tout entier (0, co) on arrive a la condition suivante de
I'équilibre de rayonnement:
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Posons maintenant le probléme de I'équilibre d’'une masse gazeuse. Etant
donné un domaine limité par les plans paralléles x =0 et = a dans lequel
existe un champ de forces g (z) paralléles a I’axe des z, étant données en outre
les valeurs des intensités de rayonnement X aux bornes du domaine (z =0,
= a), nous nous proposons de déterminer une distribution de température
T (z) et de densité p(z) du gaz donné dans la couche 0 Lz < a telle que le
gaz soit en équilibre sous I'action simultanée des forces g (x) et du rayonne-
ment. En tenant compte des forces ¢ (x), on a la condition d’équilibre

LoP @) ©)

pex

ol la pression p est lice 4 la densité et la température par la relation

R étant la constante des gaz parfaits. A la relation (9) correspond une infinité
de distributions p () et T (x); nous profiterons de cette indétermination et
nous allons déterminer une distribution de la densité et de la température qui
satisferait en outre 2 la condition d'équilibre (8). Nous admettons encore la
proportionnalité entre le coefficient de ’absorption o et la densité p

a=v(A)-p an
v (M) étant une fonction positive, donne a priori. de la longueur d’'onde A. On
sait, d’aprés 1'expérience, que la fonction v (A) admet des valeurs considérables.
seulement pour les intervalles particuliers du domaine 0 <A < co qu'on
appelle bandes d’absorption. Considérons dans notre couche deux points A
et B situés a une distance = resp. 2’ du plan £ =0; soit D la distance ABet &
Pangle que fait le vecteur AB avec la normale aux plans (x =0, x=a). Dé-
signons encore par P le point ot le prolongement du vecteur AB traverse
le plan x =a resp. x =0. D’aprés I'équation différentielle (6), I'intensité du
rayonnement X, au point 4 s’exprime comme il suit:?)

lAP D
pi
—fadr

M‘/"xdr AL .
X, = X,e 0 +{aB-JB-e ° 4D (12)
‘o

7 désigne la distance du point 4 d’un point arbitraire pris sur le vecteur 4P,
Xp est une fonction donnée de la longueur d'onde & et de I’angle 6. En substi-
tuant I'expression (12) dans la condition (8), nous aurons

1) Nous négligeons la réiraction des rayons.
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+{ f V’(l)p(x’)J ,T(@))e sty tg6dsde d\ (13)
La relation (13) a la forme d’une équation intégrale

FIT @)=, [.[apdw] +1, [/pdw] +

a

L /lb‘ ), {'pda;] o (') da! (14)

‘o kP
oit-les fonctions déterminées F, f, ® ont les expressions
F(T)=2/v()\)J()‘, T)d>. (15)
0
W (N}
0y T cos U
fl(u)—_—/ {XP O Bv()e  siabd¥ dn
0 " (16)

"C_O‘S_HIH
fo(u) = fk’ v e sin®’ d o dh

ll (I

l
|
|
|

T v )
0 —
costh

O (u,v) = { {v’(v) J(Au)e Lyt dtd (17)
o ('

*amntac Dandas 6
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On a désigné par ¢’ I’ angle = — f et par X r, l'intensité du rayonnement donné
aux points du plan x = 0. A )
Il est nécessaire de supposer I'existence des intégrales.{' Jdhet I)f X,dh;
[t

les fonctions v () et p (x) d'aprés la nature du probleme, sont positives et
bornées.

Les fonctions d’une seule variable (15) et (16) qui figurent dans I'équa-
tion intégrale (14) sont bien détermindes, bornées, positives et dérivables
pour toute valeur positive de la variable indépendante T ou u. Les dérivées
des fonctions f, et f, augmentent logarithmiquement lorsque u tend vers zéro.
La fonction de deux variables (17) est déterminée, positive et dérivable pour
toute valeur positive de u (y compris zéro) et pour toute valeur de v excepté
v = 0, si v tend vers zéro, la fonction ® elle méme et sa dérivée par rapport
a « augmentent logarithmiquement et sa dérivée par rapport a v augmente

comme :7. A cause de la singularité logarithmique de la fonction & pour

+ == 0, la fonction sous I'intégrale (14) augmente logarithmiquementsiz’ tend-
vers z, I'intégrale a donc encore un sens déterminé.

D’aprés les équations (9) et (10), les deux fonctions p et 7' a I'état d’équi-
libre doivent satisfaire 2 la relation intégrale

po—[1@e@da
P@ =R TTE

po étant la valeur de la pression donnse pour 2 = 0. Le probléme d’équilibre
d'une couche gazeuse rayonnante consiste donc dans I'étude d’un systéme de
deux équations intégrales (14) et (18) non linéaires et singuliéres a deux fonc-
tions inconnues 7T () et p ().

La relation intégrale (18) entre deux fonctions p et T est équivalente a la
relation suivante:

(18)

T, = / s
) O RT(x) -
o (@) = pC(T (‘a’}\) e o (18)

Pour résoudre le systéme d’équations (14) et (18), nous formons deux
suites infinies de fonctions

po(@,p (@), . - . . @, . ) 19)
T.), T, (®, - . . . T.a, - . . . . |}

4 Vaide des relations de récurrence
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FWMﬂF=ﬂVM4d4+ﬁVM4M4+

+fd) T (2, /Pn 1d9/']p,. (@) d! (20)

. ; q (=)
__po Ty R / T, m 4
T.(z) ’

T, (x) est une fonction arbitraire bornée et positive.

La fonction F (T) donnée par I'intégrale (15) est monotone et croissante
de zéro & l'infini, si T varie entre zéro et I'infini; donc a la fonction T, _, (x
correspond toujours une et une seule fonction suivante T, (z) qui est bornée
et positive dans l'intervalle (0, @). La formation de fonctions de la suite (19)
peut donc en effet étre prolongée indéfiniment et d’une fagon unique.

Supposons que la fonction positive T, (x) remplisse dans l'intervalle
0 < x < a la condition

pa(®) =

N<Toy(@) < M (21)

M et N étant deux constantes positives différentes de zéro. D’apres la
seconde relation (20), la fonction p,y () sera comprise entre les limites sui-
vantes:

[

P T TN ¢
0/,'// [ < [ (Z') < 2\7 (22)
¢ étant une constante,
On aurait ensuite, d’apres la relation (20),
. )T ) 0 , n . vy . g
A R )<ﬁumwwwmm+n@+
Po To
+ - N O[Ty (x ) paadx)dx' (23)

Supposons que les valeurs des constantes A/ et N soient telles que les
inégalités (23) entrainent les conditions:

F(Ny < F[T. (@) < F ) (239

il résultera

dans l'intervalle (0, a) quel que soit n, pourvu que la premiére fonction T'o ()
remplisse la condition (24). Ce résultat aurait toujours lieu, si a est suffisam-
ment petit. En effet, M et N étant telles que la condition nécessaire

F(N) <2/ ) A/, (0) T F (M)

soit remplie, les valeurs extrémes (23) seront comprises entre les valeurs F' (47
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et F' (N), si a est suffisamment petit; cela résulte de la propriété évidente des
fonctions f, et f,.

Les fonctions des suites (19) é¢rant bornées
N T,(x)< M )

(25)
' < gy (@1 -2 m J

quel que soit n#, nous allons démontrer maintenant la convergence des sui-
tes (19).

Soient T, et T, deux valeurs quelconques dans l’intervalle (N M) qui
satisfont aux relations
F(TI)=1,; F(Ty) =1,

d*apreés la propriété de la fonction F, sa dérivée ne s’annule pas dans linter-
valle (N, M), N étant différent de zéro; nous pouvons donc choisir une cons-
tante positive k, ne dépendant que de l'intervalle (N, M), telle qu’on ait

| 7y — Ty < k|l — ] (26)

La méthode habituelle des approximations successives pour ’étude des
différences entre les éléments des suites (19) éprouve dans notre probléme une

modification intéressante A cause des singularités des fonctions f et @. Con-
sidérons d'abord la différence
fi {Jendx| - f /5, ,dx] et remarquons que les deux arguments

a

Jpndix, [p.doosont. dapres les conditions (25), supeérieurs quel que soit

n a4 (a— ) m’; mais nous avons vu que la fonction f; () augmente logarith-
miquement si # tend vers zéro, donc nous pouvons choisir des constantes
positives £°y, k', telles qu’on ait

flfecda)—[1 o «1;4! < |k,

log(a — ) ] +
- fi\.»'ﬁl‘/':’u dr— fo. ., dxi- (27)

Nous aurons la méme condition pour la fonction f.,.
Passons maintenant 4 la fonction & ; on sait que la fonction @ (u, v)
et sa dérivée &', (u, ¢) augmentent comme log. ¢ si + tend vers zéro et la

dérivée D', (4, ) comme - Donc, en remarquant encore I'inégalité

’

b da| o & mt
£

uous aurons la condition suivante :
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x

O[T, [ p. dx]pa ) — DT, (ac’),j'-pn;1 dx]o (2 | <

z

<8 llogle—a"l 48] . [ Th—Twos  + g — e |+

pndx— fpuy dx (28)

8

|
a‘
W

gy, 8, 04 étant des constantes positives déterminées pour toute la suite (19).
D’apres la relation de récurrence (20) et les propriétés exprimées par les
inégalités (26), (27) et (28), les fonctions T, (x) satisferont, quel que soit n,

i Vinegalité:
I —Tay <k loga—z) 4 k@2 pooi—pnee | +
+ k) logax |+ k" . 2.l ph—pur +
+ 16 tog lx—a" ||+ 8} | Taei— Tz puoi—pnme | 1A 2" +

21
-+ [8,. borne sup. | pu—u—po_r dox. (29)
p

Mais les bornes supérieures des produits (@ — x) log («— w); x|log z | et
de l'intégrale [ log ! x—a’! d ./ tendent vers zéro avec @, nous aurons donc
Ty — Ty | < Q. borne sup. [ Ty — Toes | -+ et —pu—2 | (30)

@ étant une constante positive qui peut étre choisie aussi petite que I'on veut,
pourvu que « soit suffisamment petit. Or, d’apres la seconde relation (20) et
la propriété (25), nous pouvons choisir une constante u. telle que
fnet—— Pp—z < p.borne . T,y — T, 5 ! (31
donc
To—Thy < Q.(p+1).bomesup. T,y — T,_» (32)

Nous voyons donc, d’aprés la propriété de la constante @, que la série
T, +5(T,—T_,) (33)
i=1

sera uniformément convergente si a est suifisamment petit.

La limite de la série (33) est précisément la fonction T (x) qui représente
la solution du probléme proposé. On pourra démontrer en outre l'unicité de
la solution.

Nous avons donc démontré rigoureusement Yexistence d’une distribution
de la masse gazeuse qui ne sera pas troublée sous l'action simultanée des
forces de gravitation et du rayonnement polychromatique. Le résultat obtenu
est important pour la Physique de la stratosphere.

Varsovie, en aodt 1921.



