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DIFFERENTIALE DER SCHNITTWEITEN EINES BELIEBIGEN
OPTISCHEN SYSTEMS NACH SEINEN KONSTRUKTIONSELEMEN-
TEN: RADIEN, KRUMMUNGEN, LINSENDICKEN, LUFTABSTANDEN

UND BRECHUNGSZAHLEN

Von Janina BARTKOWsKA
Polnische Optische Werke, Warszawa
(Eingegangen am 28 Juni 1961)

Die Schnittweiten eines beliebigen optischen Systems werden als Funktionen seiner Kon-
struktionselemente behandelt. Einfache Formeln fiir die ersten Ableitungen und Differentiale
der Schnittweiten nach Abstinden zwischen brechenden Flichen, Radien oder Kriimmungen
und Brechungszahlen sind abgeleitet worden. Zuerst wird der Fall der konstanten Obiektschnitt-
weite betrachtet. In diesem Falle werden einige Formeln fiir die zweiten Ableitungen und
Differentiale abgeleitet. Dann wird angenommen, dass die Vergriosserung konstant ist und in
diesem Falle werden auch Formeln fiir die Ableitungen des Abstandes Gegenstandbild gegeben.

1. Die Ableitung nach einem Abstande zwischen brechenden Fldchen

Der Abstand Gegenstand- erste Fliche ist konstant. Der veriinderliche Abstand d
teilt das optische System in zwei Teile I und II. Die Lage des Zwischenbildes ist durch
entsprechende Schnittweiten s; und sy bestimmt, welche mit der bekannten Ubergangs-
formel

sp=sy—d
verbunden sind. Schnittweite sy ist in diesem Falle konstant. Fiir die Anderung von sy
gilt (Bild 1)

dspp = — 6d
Fir die Verschiebung des Bildes nach der letzten Fliche des II-Teiles 65; gilt folgende

Formel, welche eine Verallgemeinerung der bekannten Formel fiir die Lateralvergros-
serung ist

%% _ g 6+s6) 21,

iy n

(1)

G und G +6G bedeuten transversale Vergrosserungen des II-Teiles, welche den beiden Lagen
des Zwischenbildes entsprechen, n — Brechungszahl des Abstandraumes.

(1thH
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Fiir die Vergrosserung des II-Teiles gilt

G="%  G16G=

Ny Xp

n(ec 4 dax)
ng (otp + doty)

@

o und 05;, bedeuten die Winkel zwischen Aperturstrahl und Achse im Raume des Zwischen-

bildes und in dem Bildraume.

e _

dd 1\

51
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\ N\

-(Sy*dSn)

05?050

Abb. 1. Die Anderung eines Abstandes zwischen brechenden Flichen

Die Anderung der Schnittweite nach dem ganzen System ist gleich

!
dsp = —

und die Ableitung fiir 6d—0, 505;,—>0

Lo

C'Sp

ad

ny (ap + dotp)

2
nox Sd

‘ ~7/7, &2“ (3)

)
np &p

Die Ableitung ist immer negativ. Wird eine Linse dicker oder ein Luftabstand linger,
so verkiirzt sich die Bildschnittweite (bei reellem Bilde). Die Formeln (4) und (5) bleiben
richtig fiir beliebige Obiektlage, wenn die Winkel dem enstrechenden Aperturstrahl ent-
sprechen. Fiir die Berechnung aller Ableitungen eignet sich am besten das Lange’sche

Paraksialschema.

7
np

Liegt das Obiekt im Unendlichen so wird a; =0, Ay =1, n, &, = @ = =2 gesetzt. Ist das
g 1 1 ?%p g

F

Differential der Brechkraft oder der Brennweite 0@, 6F bekannt, so bleibt folgende Formel

fiir beliebig grosse dd richtig:

f L Mpne®
OF =~ FT oD)
Ospr = — BES,- OF) na?od )
P

Es bleibt noch die Frage nach dem Differentiale des Bildabstandes von der ersten
Fliche eines optischen Systems. Dieser Abstand L besteht aus der Summe aller Dicken
und Luftabstinde und der Bildschnittweite.

L=s;,—|—2d
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Abb. 2. Abstand erste Fliche-Bild

Es folgt
6L = bs,+ 6d
Die Ableitung ist gleich
OL _, ne®
ad ng 02

Obige Formeln sind niitzlich, wenn die Basisfliche mit der ersten brechenden Fliche
des optischen Systems verbunden ist.

2. Die Ableitung nach Kriimmung oder Radius einer brechenden oder Spiegelfldche
Die Schnittweite nach der betrachteten Fliche wird mit s, bezeichnet. Es ist (Abb. 3)

’ h’k ’ r hle
Sk—?;', 3k+63k—m 5)

Sk *d s)

Abb. 3. Die fmderung einer Kriimmung (Anstatt ¢ lese iiberall a;')

Fiir den Winkel a; nach derselben Fliche gilt die bekannte Formel
oty 1y, = g @y -+ iy, Ay gy (6)

Beim Differenzieren bleiben der Winkel vor der betrachteten Fliche a; die Hohe A,
und Brechungszahlen konstant. Es folgt

day, = ha A,k " box
ny,




Fasc. 2

Vol. XXTI (1962)

ACTA PHYSICA POLONICA

i14

Fir die Anderung der Schnittweite nach der betrachteten Fliche bekommen wir:

Sst — P he _ hpda
P P A (ar — dag)
A
Osh =~k 3oy

ni otk (ot + Oock)
Um die Anderung der letzten Bildweite zu bekommen, werden die Formeln (1) (2) be-
notigt
h% An
np g (ry - 0a) °

Die Ableitung fiir do—>0 ist gleich

’
Osp = —

% L hf A’n @)
e np %>

Es ist leicht zu beweisen, dass fiir eine Spiegelfliche die Ableitung folgende Gestalt
annimmt
ds, 2n h?
T = (7a)
o Mpap
n bedeutet Brechungszahl im Raume vor der Spiegelung und ist nur bei der inneren Spiege-
lung von 1 verschieden. Bei der dusseren Spiegelung ist n=1 zu setzen. Es ist ganz gleich,
ob der Strahlengang mit negativen oder positiven Brechungszahlen gerechnet wird.
Die Formeln (7) und (7a) bleiben richtig, wenn die Brechung oder Spiegelung an einer

»Planfliche erfolgt, welche infolge von Fertigungsfehlern eine Kriimmung dp = 1 pe.
r

kommt.
Liegt das Objekt im Unendlichen, so gilt fiir die Brennpunktschnittweite
_mman
& (G~ 00) 2

Ospr =

Ospr = — FE?D h?Andp
»

@)

Die Formel (8) bleibt richtig fiir beliebig grosse dp wenn ensprechendes 0F oder 6@
bekannt ist.
Es wird noch ohne Beweis die Ableitung nach Radius gegeben

| A
s h2An
l —f»p‘ = 7 1393 ©
e mpay?rt |
fiir brechende Flachen
$p 2n h?
Irp  mpapirl,

fiir Spiegelflachen.
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3. Die Ableitung nach Brechungszahl

Es wird die Brechungszahl n, zwischen k-1 und k—Fliche gelindert. Der Apertur-
winkel a,_;, Héhe %, , Brechungszahlen n, ., ng_1. Dicke d und Radien r,_,, r, bleiben
konstant. Die Hohe %, Aperturwinkeln o, @, ,, Zwischenschnittweite s,; und Endschnitt-
weite s;, sind von n, abhingig (Abb. 4).

Abb. 4. Die Anderung einer Brechungszahl

Die bekannte Brechkraftformel wird in einer anderen Gestalt geschrieben

Ng—1 he—1 hp_1np_1
o = K1+ -
ng k-1 Tk—1 7Np
und nach n, differenziert
dar M-t (he_a N R
EIT ("k-l “k_1> g (rk_1 B (xk> (10)
Es wird noch die bekannte Formel fiir %, differenziert
= hy_q — doy (11)
Qhk <90ck _ d ]Lk—l
T e Tm\ ™ T s 12

Wenn man noch die Formel fiir a, , differenziert bekommt man nach einigen Um-
formungen
dapy1  hra hr

Ohy (1 g )
LY Pl
Ing TR_1Mk+1  TRMR+1  ONg \Tk  IRMpya
Es wird noch die Formel fiir die Zwischenbildschnittweite
s 1 [cx Ohy ?_“k+1]
onp  aiiy ki1 Iny, * dng

differenziert. Mit Hilfe der Formel (2) bekommt man nach einigen Umformungen die Schluss-
formel

on " mhuE

oy 1 [ R,
[E T e (13)

n, d und « liegen in demselben Raum zwischen £—1 und % Fldche.
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Aus (13) lasst sich die bekannte Formel fiir die chromatische L Lingsaberation eines
Systems von unendlich diinnen Linsen ausfiihren. Sehr gute Resultate gibt fiir s, =00
folgende Niherungsformel fiir die Brennpunktschnitiweite, wenn 6F oder 6@ bekannt ist

2 2 ’
ds — L [F 4 oF) [@ = daz] on (14)
Ny Tk Tr—1
A n;, o ﬁ%‘ . ]l}%__l , 2 .
dspr = @__(¢+6¢) [’k et -+ da? | on

Obige Formel gibt so gute Resultate, dass sie in genauen Abberationsrechnungen Anwen-
dung findet. Die Ableitung fiir s; =o0 hat folgende Gestalt

D5 2 2 2
PR ) s

on ny | Th_1

5. Hohere Ableitungen und Differentiale

Wir differenzieren die Formel (15) nach derselben Brechungszahl.

d%p  2F9F [h,% = 2F? [h,, Ohe aa,,]

= 2| + — il
2 +d“] ' ; e Ing I dny

on npdn .  re-1 np

Die zweite Ableitung der Schnittweite nach derselben Brechungszahl hat also folgende
Gestalt fiir s;=00 h;=1, n1=n;,=1

2%k 2 OF Ish 2F2d(h,._1 a)(hk )
k

9n?  F dn on n

Tk—1

Die Ausdriicke in Klammern (—hr— — oc) =h (l — —1—) sind proportional den Abbe’schen Q

;
Invarianten an beiden Flichen der Linse, deren Brechungszahl gedndert wird.

Jetzt werden zwei benachbarte, beliebig im System gelegene Flichen Or_q und g,
geindert. Die Anderung der Schnittweite nach der Fliche (5)

Ssh = ak+10he — hgdopy1
(op+1+ Oapp1) otrpr

wird mit entsprechenden Vergrésserungen gemdéss den Formeln (1) und (2) multipliziert.
So bekommen wir die Anderung der Schnittweite nach der letzten Fliche des optischen
Systems.
55! — (k41 0k — hg 00k 11 MR 11

? (Gpr1+ O0tpip1) 2%pi1

Wir benutzen noch die Formeln (11), (6) 0k, = —dox,, nyda, =h, A, ndg,_,
Ny yq 00, 1 = ny 00y + Ay ngy 0hy, + Ay nhy, 60, 4 Apndhy, 6q,
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Es folgt schliesslich fiir s, =00, ;=1

d
98;:' =F (F+ (SF) [ —h;%_l Ap_1 néQkAl — }I]%Ak négk + ; ho_1hpdp_1ndy n,égk_l 6Qk]

Obige Formel bleibt richtig fiir beliebig grosse dg, ;, 60, wenn 8F beriicksichtigt wird.
Im Sonderfalle, wenn zwei benachbarte Flichen eine in der Luft befindliche, beliebig
im Systeme gelegen Linse bilden, haben wir

d
55;:' = F(F+ 5F) [— h]%_l Ak—l négk_l — }I%Ak négk + ;;_ hk—l hk Ak-—l nAk négk_l 6Qk:|
(16)

6. Differentiale der Schnittweite bei konstanter Vergrésserung.

Es gibt optische Systeme z. B. Messobiektive, welche immer bei konstanter Vergrisse-
rung arbeiten. Die Fertigungsfehler solcher Obiektive werden oft mit der Verschiebung des
Obiektivs und der Obiekt- oder Bildfliche kompensiert. Es ist sehr niitzlich Differentiale
der Obiektschnittweite, der Bildschnittweite und des Abstandes Gegenstand-Bild, nach
allen Konstruktionselementen zu kennen. Die Obiektschnittweite s; besteht aus der Obiekt-
brennpunktschnittweite und der Brennweite geteilt durch Vergriosserung (Abb. 5).

SIZ—EF—F—C—

-$ Xd s’

Abb. 5. Der Abstand Gegenstand-Bild

Die Ableitung nach einem beliebigen Konstruktionselement hat also folgende Gestalt

981 a.;p 1 9F -
Bx w7 C Ik (17)

Die Bildschnittweite is gleich:
s =sp+F-G
Die Ableitung ist

s’ dsg IF
% "k ¢ os

(18)
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Fiir die Bestimmung der Ableitungen s, nach allen Konstruktionselementen eignen
sich gut, die Formeln 3, 7, 7a, 15; nur sind alle Daten der Riickwértsrechnung zu entnehmen.
Alle Daten aus der Riickwirtsrechnung werden mit dem Riickwirtspfeilchen bezeichnet.
Dieselbe Riickwartsrechnung dient zur Bestimmung der Lage des Obiektbrennpunktes.

Bei starken Vergrdsserungen ist die Ableitung der Obiektschnittweite viel kleiner als
die Ableitung der Bildschnittweite. Es ist allen Praktikern gut bekannt, dass die kompen-
sierende Bewegung der Obiek'fliche bei starken Vergrosserungen viel kleiner ist als die
Bewegung der Bildfliche.

Wir wissen, dass die Ableitung der Brennweite nach einem beliebigen Abstande zwischen
den brechenden Flichen folgonde Gestalt hat

oF

= Fnan
&d

Es folgt unmittelbar

Wir wissen, dass

. 75 A Al -
C—F:Fi’b—/];]”, —C-E:—F2An/1/1

A
(o

>}

r re

Q

0

Es folgt fiir die Ableitungen nach Radius oder Kriimmung.

s F2 - Rk &s . ki
- = —h2 4 | — —F2 2

s 3 An [ h2 4 G:l 5 F2dan [/1 ]
aS, F2 - - QS, - - -
s e % _ 2 72

5, ~ = An [h Ghh}, 5o FeAn [~ h2+ Ghh]

Der Abstand Gegenstand-Bild besteht aus Objekt- und Bildschnittweite und Linge
des optischen Systems Xd (Abb. 5)

A" = s+ d+s

oder
- - 1
A/‘1/:SE:'+ SF — (G+ E) F+ E:d

Wir differenzieren obige Formel nach einem beliebigen Konstruktionselement

&{AA") O3k &5p 1\ oF &d
—_— = + = |G+ =)= + =
dx x dx G/ dx dx

od .
Differential é—ist gleich 1 beim Differenziersn nach einem beliebigen Abstand zwischen
x

den brechenden Flichen. Beim Differenzieren nach Radius oder Brechungszahl verschwin-



Fasc. 2

Vol. XXI (1962)

ACTA PHYSICA POLONICA

119

d
det die Ableitungq_d. Die Ableitung des Abstandes Gegenstand-Bild nach Dicke oder

x
Luftabstand hat also folgende Gestalt

d(A44) 2[ P, 1\ ..
Aad) _ _ 1_ 2
2d F na?—na?+ G+ C neo

Die Ableitung nach Radius ist gleich

R , . L e
(44" - fz_ An [h2+ h? — (G+ i)h h]
r

ér G

Alle oben ausgefiihrten Differentialformen finden praktische Anwendung. Die Ab-
leitungen lassen sich sehr leicht berechnen. Die genauen Formeln (4), (8), (14) lassen sehr
schnell die Einfliisse, der Anderungen der Konstruktionselemente auf die chromatischen

Fehler berechnen. Die Formeln sind niitzlich bei der Schitzung der Toleranzen. Sie erlauben

die Berechnung der Grossen von Justierbewegungen.

Zeichenverzeichnis
s — Objektschnittweite
s" — Bildschnittweite
G — Vergrésserung

o — Winkel zwischen Aperturstrahl und Achse vor der Brechung
o' — Winkel zwischen Aperturstrahl und Achse nach der Brechung

F — Brennweite

1
D~ - '
7 Brechkraft
d — Abstand zwischen den brechenden Flichen
r — Kriimmungsradius
1
e=—- - Kriimmung

n — Brechungszahl

L — Abstand erste Flache-Bild

h — Hohe des Aperturstrahles an einer Fldche
A A’— Abstand Gegenstand-Bild

A — Unterschied einer Grésse nach und vor der Brechnung
0 — Differential einer Grosse.
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