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METHODES DE PERTURBATION ET DE PERTURBATION-VARIATION
GENERALISSES

Par J. Ravarin eT G. MESNARD
Laboratoire de physique du Solide, Faculté des Sciences de Lyon*
(Regu le 29 Juillet, 1966)

Des généralisations de méthodes de perturbations sont présentées et leur association
avec des méthodes variationnelles est réalisée par un formalisme d’analyse tensorielle. Le calcul
de I'énergie perturbée au 26me ordre, et méme plus, est ainsi rendu possible.

Introduction

Nous nous proposons de généraliser la méthode de perturbation développee notamment
par Aizu! [1] (abréviation P. D., provenant de “parameter-differentiation”), en introduisant
le cas de plusieurs perturbations simultanées (méthode de perturbation-variation de Tillieu[2])
2émc

ce qui facilite le calcul de I’énergie au ordre et méme aux ordres supérieurs,

Cette association de méthodes et cette géméralisation sont possible grace a ’emplo
d’un formalisme tensoriel. On n’en donnera que les résultats essentiels; une étude plus
détaillée est presentée dans [3].

Notations: A parameélire-vectoriel réel,

H — opérateur hermitien dont les fonctions propres forment un ensemple
complet,

|i>, E; — i éme vecteur propre et i éme valeur propre de H.
f(z) — fonction de Vopérateur Z,
® — produit direct ou tensoriel,

- - -
e; — vecteur unitaire de R?,

- 2,9
/7 — operateur 1; €igit

* Adresse: Laboratoire de physique de Solide, Faculté des Sciences, 81, quai Claude-Bernard, Lyon 7,
France.
11es références citées comportent la bibliographie antérieure.
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Relations

Posons, suivant la référence [1],
SUE) = < fH)]E.
L’opérateur |73 étant liméaire, on trouve

ViE; = <ilVi(E)|i-

De méme
— E; E;
. alpseniliy = HE=EE Gl
0
[ et, pour j =i,
T e . If (E; .
& Glptr iy = 8 >,
S i
—
et aussi
< .2 ) .y .
o ey KPEED)EY = )]
5 Gl = LG Pl = g
j Posons
2
&(@) = <ilvi();
<(: alOrS
O 1t o+ () 2
E g(A)+g (=0
Q  Soit
Q o -
5 iy = e Py,
EC) 95(2) étant une fonction réelle de 1.
C’E On voit aisément que, si [30;(2) = ig;(4), on peut choisir
P~ i
5 ¢valli) = 0.
Nous supposerons dans la suite que cette condition est toujours réalisée.
= \ , :
% Le sysitme de base étant complet, on en tire
< ‘(l.Vﬂ(H)IDP

o315} (2 =
] i

A partir des relations d’associativité et de linéarité du produit tensoriel, on calcule

Vs @73 Es:

(Fi®p3 Ei=2 Z W RPN iy +il(Fi® p3) (H)]id
J#i

2 La croix désigne le conjugué.
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On _Posera (V ® V&)a = V,z s generahse sur la posera V
V' E est obtenu en calculant (VA®I7 'E; ;) ce qui donne aprés simplification:

~orn (ilV*(H)’D@(f‘Vi(mlk>®<k|V’(H)|i>
reE=6) Y * (E—E) (E~E) : -

JFE ksti

—6<ilFiI|i>® Y <LIV’(H)[(JE?®E<J)|VZ(H)|L>

;i

Glr D ® <l CJa(H)ll) Gl H ) D ® GlriH)| i)
+3Z[ E—F E—E : J

SR 1
+ )] 8.

oe" A £ 14
De proche en proche, on calcule I3 E;. On trouve par le méme procédé les termes de la
o ®" .
forme Vi [i>.
Pour n = 2 et 3 on obtient les produits scalaires:

y vk o Hpiiiy
ki

> @, o
<l]V;_ (fl>) - 2 E EI Ei—Ek

_y DR @ GlpseDliy | Upi® vi) ()]
(E-E)? E—E

et, pour [ =i,

Y Gl H) | B @ <k|pa(H)| i)

< () = - G2

kA

et, de méme

GIPflin—=6Y Y <J|V‘(H)'k> CHpatED| D> o <pit]iy

— e E—E, E—E,

1 1
—6 ;{ [(E,-—E,-w (E—En  (BE—E) (E,_Em]

GIPHED| kY @ CklaD|id> ® G|y aH)| iy —

o Sl o 5 ) k) ® CkpiH)y
(E—E)? E—E;,

e Vz(H)ID Z Gl k> ® (k\Vz(H)iD
T E—E (Ei— Ep)®
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+6 Gl )i @ GlrdE)] > ® lpiH))| D,

(E—E)®
, GlviE) B> ® Cip S E) >+ G 7 £ H) k> @ CkipsH) i)
+ Z (Ei—E;) (E—Ex) -
_a S ® Glpi® pi) (B>
(E—E)t
<lel B> Py Gy E)| D
(E—L)° T TTECE

et, pour J7#i,

1 1
Gl (ll>)‘“‘2ZZ[(E “ENE(E—Ey T EE(E= Ek)]

kA1 m#i

GlpiED B> ® <Ky i(H)| m) ® (m|pa(H)|i>+

oo ¥ SEEG SIS -

ko
Gl i) kY ® Cklp (|5
(E;— ER)? -

_2;

-y T e Erl
(Ei— Ep)?

ks£i

Developpement de la theorie

1) Opérateurs de perturbation. Explicitons, suivant ’écriture conventionnelle
{2, 3], les hamiltoniens perturbateurs, afin de pouvoir envisager plusieures perturbations
simultanées

oY — é MHD = (4, ),

p=1

P -
H® =3 #PH® = (A®4, H®).
pv=1
Le dermer membre de la 2™ relation represente le produit doublement contracté du

tenseur H® par le produit tensoriel symétrique 7 ® 7.
La généralisation 3 H™ est évidente. Le hamiltonien global s’écrit:

H= H® (i, HY) +(A@k, H®) + (A", H®).

Les hamiltoniens perturbateurs seront supposés désormais completement symértiques.
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Alors Vénergie perturbée E; s’écrit:
1 - - -~ -
E;= E®+ —-(a pEQ+ — T @@L pi®p) E® ...

1 = 1 = S
= E"+ o7 &, piE") + 57 @4 (7i® p3) EM)+ ...

D’apres les relations antérieures:

2, P3E") = (Z, <, O[HWMi, 0Y),

—
Q’: :’ -.w-‘
é (4%, E(O)) 2 Z E(O) (0) (}‘®}*’ <‘9O\H(1)“ 0>
P
= ® ¢, O[H®i, 09) +(A® 4, (i, Olﬁ@)li,o»,
(@)
—
o o, 0O EO) _
. (o, i BD) = 622(50 E°)(E’° ED)
o JFEL ki
s (A%, <i, OJH®], 0> ® ¢, O|HD[k, 05 ® (k. O[HW]i, 0)—
2 1 - L . -
- ~6 " T g (%% <6 O}, 05 ® i, 001, 0> @ <5, [T}, 0y
T
<
S +3 Z EO I3 (22", <, 0JH®|j, 0)
% T
3 Gy O[H®E, 0% + i, O[H®]j, 05 @ J, O[3, 03) + (3%, (3, 0[H®]i, 0Y).
A
< 2) Perturbations sur les fonctions propres. Exprimons la fonction propre
&) du probleme en fonction des [j, 0>, fonctions non perturbées:
N
- li, ) = 13,0 2, O[H®MYi, 0%)[/, 0
= L, A 5, 0>+ Eo p (A <J,0 ll >)f1, >+
Q~ FE)
E . 1 1 ie ¢ 0lH®
& 12 ) T g 0O GO, 0
< jA ki
&k, O[H®I;, 03) — (E—"EE"’)_Q @, <, 0@, 05®<i, O[H®|i, 0%) +
: 7

1 TV ) 1.
+ B (A%, <J,0!H(1)lt70>)] [/, 0)— 5 i, 0> %

"~ 1
X %‘ e (X%, (i, OIHO|E, 0> @ Yk, OTHD, 0))+ 55 (A@’ A
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Ces développements nécessitent le calcul de termes de la forme:

GvE LAE| 5,

avec n=2, 3, ...
Diverses écritures sont possibles suivant les techniques employées; on peut soit, faire
5
agir -153 sur le commutateur [f(H), H], soit faire agir V3 sur f(H).
En passant 4 la n'®® puissance tensorielle de I'opérateur l;; on peut, pour calculer
1’élément de matrice ci-dessus, se servir de 'une ou de l'autre des 2 techniques, ce qui
conduit 3 de nombreuses expressions équivalentes plus ou moins avantageuses suivant les

problémes.

Calcul de -G f(HD)]i, A
Appliquons le developpement de Taylor & f(H). On a, en tenant compte des relations
de base

B ONEY o oo
G ALl 7y = i+ LD i, ol 0) +

<]vol‘,0>

o AED (4, <G, O|p3(HO)j, 09) +

+
J#EL

+ Z _;f;éE) <i,014,0) (4, <, Olpa(Hi, 03) -+
J#£i

N Zf(E) f(E ) (7#, ¢, Olp3(HOj, 05 ® s Ol s(HYi, 0)) +

J#i
(. E° E .
- b9) . -
® (k, O] 3(HO) i, 0)) E?1 7 +% J;(]??) (A® 1, <i, Olp$ (HY)[i, 0)) +

+ YA (Eo) 2, G, OlF(EY7, 05 ® (s OlF(EO 0)) +
e

+ Z Z (EQ EO) (EO Eg)f(E2)<],O‘k O>

ki £

(A", i, |y (HO)|j, 0> ® <k, O|7a(HO)i, 0))
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+ AED) Z <170’], 0> Z (B — EO) (E— Eg)

J#i
e, <, OIVi(H")Ik 0> ® <k, 0|3 IHY)fi, 0)—

—A(E?) Z €6, 01), 0> g E°)2 (e, G, 0| 3(HY i, 0> ® i, O\ ()i, 09—
J#i

+ f(Eo) Z <5, 01, 0% gg— EO (e ¢, 0| (HO i, 05) —
J#Ei

. 1
— —2* AED) (i, 0}, 0) ; 5
(22, (i, O a(HO) |k, 05 @ <E, O\Ez(H*’)li, 03) +

+f(ED Z Gy 0li, 03 Z T Eo) ]

FECH
(A, (K, O|i(HY)[i, 0> ® (i, Ol 3(HO) [k, 0)) —

B Y <0 03 p—ggye (B 1. OIFHEM] 05 @ . OIFH(HD) 03) +
i

+ f(E") Y < 0fi, 0> E° 75 75 G O () 0)
J#i

- —f(E°) <, 03, 0> Z g E2
ks£i
(A%, <k, O] 3(HO) i, 0 ® (i, Ol 3(HY) £, 0))
et, en posant <i,0|j, 0> = §;

;50 01 trouve

- - 0 -
G 70 D, B = B9y + L) 3 ¢, 0l 03)+

+ Y f(Eo) f(Eo F® 7 <i, 01D}, 05 @ ¢, (A, 05) +
i

1 ToaEd)  fED —f(Eg)]
+ ZE?—E};[ 9EY LV}
(%", ¢, O|H®|j, 05 ® (j, O[HWIi, 03)+

1 JA(E? = ST
+ 5 ”;(Eo) (e, <i, 0|H®];, 0).
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Si f{H) = H, on obtient
E; = E?+(Z, <i, O|H®[i, 0) +

1 SV . A
+ Y g (2 G O], 05 @ < 0}, 03) +
J#

+ -é- (@', (i, O|H®}i, 0) + ...

Mais E; peut s’écrire [2]

Fasc. 1

E, = E®+(, EV) 1 (1%, E®) + ...

7= En identifiant, on obtient:

= . .

= E® = (i, 0|H®|;, 0,

50 PO _ 1

§ & Z EO_ (0) <, O|H®1], 0> ® <, O[H®i, 03+

S 1 e

-~ + 5 i, O[H®[i, 0).

<

S Discussion

=

% I) Comparaison avec la methode de perturbation variation V. P.
S Considérons le développement des fonctions propres de ’hamiltonien H(-}:) sous la
A, forme [2]

= . o =2

o&i i Ay = i, 0>+ (4]0, 1) +(A%" |7, 2)) +

E avec, comme fonctios, du premier ordre: : [i, 1) = (E,[r?f)),

i du deuxiéme ordre : [i,2) = (z@'[ij-é)) etc.

% Par identification avec le développement précédent, on trouve:

= 51> = pifi, 0,

i, 95 = 5 v, 0).
Ainsi:
i, 1> = (Z, pili» 0,

. 1 -'
]la 2> — 2_ ’ V;. Il’ 0>)
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L’énergie au premier ordre de la méthode P. D. G. — V. P. est identique & celle que donne
la méthode V. P. et & celle de la méthode de Schrédinger.
En se servant de ’énergie au deuxidme ordre donnée par la méthode V. P., soit

E® — (i, E)
— (3, G, 1|@(HO— E)Ji, 1) +

+(1% G0, 1| @ HPi, 05 +¢i, 0 HO® i, 1) +

— - =3

g +(A®' G, 0|H®[i, 0)).

n

[ Naturellement l;;_ (H") signifie: valeur pour A=0de |71 [H(I)], ot H(A) est donné par
_ son développement.

lg; Lénergie au deuxiéme ordre ne dépend que des fonctions |j, 0).
= L’énergie au troisitme ordre s’écrit:

. P = (1°(G, 1|~ EN @i, )+
> =3 on T

2 +6, 2@ H —E7)[i, 1)+

- +i, 0| HO— ED)® 1, 2) +
S + i, 2 H®— ED)li, 0)+

~ —— — — —

% +<, 1| @HP—EM)® i, 1>+
S G, 0[(HP— EP) @ i, 1) +
Q“ — = ==

El:) +i, 1|@ (H®—E®)[i,03)) +
CZ) + (A% G, O[H®[1, 0).

an On y remplace

i: i 1,

&~ ==

O [6,2), ete. ...,

<

en utilisant les formules antérieures.
Dans les problémes moleculaires, on pose fréquemment [3]

[i,1> = f(n) |80,

ce qui conduit a de neuvelles expressions.

2) Extension de la methode

Les résultats qui précédent ont été obtenus dans le cas ol les paramétres de perturba-
tion ne sont pas inclus dans les potentiels perturbateurs. Mais, par exemple, un potentiel
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a symétrie sphérique peut subir une perturbation qui soit liée aux angles 8, @ et au rayon
vecteur r.

L’hamiltonien perturbé H(i) s’écrit alors
H(i) = Hy+(V@)+ (3% V(D) +..
On se raméne aux problémes déja traités en développant en séries de 7 les potentiels

17(1), 1 (E), etc. et en remplacant les termes de méme ordre en i

Conclusion

Nous avons généralisé la méthode P. D. en prenant plusieurs paramétres de perturba-
tion, indépendants, et aussi généralisé dans sa présentation et dans ses résultats la méthode
de perturbation double proposée par Dalgarno et Lewis (1955), puis reprise et transformée
par Dalgarno et Stewart (1958), Schwart (1959), Dalgarno (1960), Karplus et Kolker (1963) [4].
Deux paramétres ont été pris par les auteurs et la perturbation n’existait qu’au premier
ordre. Leur méthode de résolution rappelait celle de Schrodinger, et d’autre part ils ne
faisaient agir les perturbations que 'une aprés Pautre.

Nos formules ressemblent & celles des théories de perturbations habituelles, mais les
méthodes employées ne sont pas les mémes.

Dans la méthode courante de Schrédinger Pexpression des i) va de pair aves celle des E;.
Par conséquent, si 'une des expressions est suspendue a un certain ordre, il est impossible
de pousser plus loin Pautre expression. La méthode présentée ici a Pavantage de la méthode
P. D., les deux expressions sont construites tout 4 fait séparément et obtenues par Paction
répétée de lopérateur 1;3.

Loassociation des méthodes P. D. G. et V. P. conduit & des expressions de 1’énergie
dépendant uniquement des fonctions non perturbées.

Dans le formalisme développé dans les publications [5] et [6] ces méthodes P. D. G.
et V. P. et naturellement leur association P.D. G.-V.P. permettent d’agir sur une ou
plusieurs fonctions des tableaux.

La méthodes P. D. G-V. P. est trés interéssante parce qu’elle généralise les méthodes
appliquées en chimie théorique, en R. M. N. et dans beaucoup d’autres domaines de la phy-
sique quantique.

BIBLIOGRAPHIE

[1] K. Aizu, J. Math. Phys., 4, 762 (1963).

[2] F. Dupont-Bourdelet, J. Tillieu, J. Cuy, J. Phys. Radium, 22, 9 (1961).

[3] J. Ravatin, These de Doctorat, Lyon 1965.

[4] P. O. Lowdin et ensemble d’auters, Advances in Quantum Chemistry, Vol. I, Academic Press, New York
1964.

[5] J. Ravatin, G. Mesnard, Nuovo Cimento, 32, 1015 (1964).

[6] J. Ravatin, G. Mesnard, Nuovo Cimento, sous presse.



