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DIE FRAUNHOFERSCHEN BEUGUNGSERSCHEINUNGEN
DER ELASTISCHEN WELLEN

(The Fraunhofer Diffraction Phenomena of Elastic Waves)
Von K. GNIADEK
Physikalisches Institut der Technischen Hochschule, Warszawa*

(Eingegangen am 10, Mirz 1967)

Durch einen bekannten Grenziibergang wird aus dem vom Verfasser (1967) fiir den Frenel-
schen Fall angegebenen Ausdruck fiir die elastische Beugungswelle, eine Fraunhofersche
Beugungswelle im Falle einer einfallenden ebenen Dilatations- oder Schiebungswelle erhalten.
Die angegehenen Ausdriicke fiir die elastische Fraunhofersche Beugungswelle erleichtern die
praktische Berechnung dieser Beugungserscheinungen, insbesondere im Falle wo der heugende
Rand nicht eben ist sondern durch eine Raumkurve gegeben wird. Aus den erhaltenen Aus-
driicke ergibt sich, dass z.B. die einer einfallenden Dilatationswelle entsprechende Fraunhofer-
sche Beugungswelle aus einer Dilatations- und einer Schiebungswelle besteht. Als Spezialfall
werden die Fraunhoferschen Beugungserscheinungen elastischer Wellen an einer rechteckigen
Offnung angegeben.

§ 1. Fraunhofersche Beugungserscheinungen im Falle von Dilatationswellen

Im folgenden betrachten wir die Fraunhoferschep Beugungserscheinungen elastischer
Wellen im Falle einer einfallenden ebenen Dilatationswelle mit harmonisch-periodischer
Zeitabhingigkeit.

Die Verschiebung wu;, die in einem Punkte @ des elastischen Mediums erzeugt wird
wird im Falle einer punktférmigen Quelle bei unbehinderter Ausbreitung durch

kd

gile
w; = grad

¥ (1.1)
k0
gegeben. Dabei bedeutet g == LQ die Entfernung des Punktes ) von dem Quellpunkte L.
Nehmen wir an, dass wir es mit einem Beugungsproblem fiir einen Kirchhoffschen
Schirm zu tun haben, der fiir die elastischen Wellen in der gleichen Weise wie im optischen
Falle definieren werden kann (Knopoff 1956, Gniadek 1967).
Unseren Betrachtungen legen wir den Kirchhoffschen Ansatz fiir die elastischen Wellen

zu Grunde. Bezeichnet f eine den beugenden Rund B iiberspannende Fliche, so wird, dem
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Kirehhoffschen Ansatz gemiiss, die Verschiebung im Halbraumne hinter dem Schirme
{der Schattenhalbraum im optischen Falle) durch

1
4
f

w(P) LI(P. Q) Gou(Q) — w(Q) GoI'(P, )] dfo (1.2)

gegeben (Petvkiewicz 1966).

Es bezeichnet hier () einen Punkt auf der den beugenden Rand B iiberspannende
Fliche £, iber die integriert wird, und P einen Beobachtungspunkt. () ist eine Lisung
der Bewegungsgleichung fiir das elastische Medium

(A+21) grad divu—grotrott = —do?u 1.3)

in der 2 und p die Lameschen Konstanten und d die Dichte des Mediums bezeichnet.

I 15t ein durch die Vektorfeliler

1
& — =

B ket ik \
rot Tot ((sw i—) — grad div <6<k) L) ] L (h=1,2,3)  (14)

r r

definierter Tensor, in dem in der ersten bzw. zweiten und dritten Zeile die x, ¥, z-Kompo-
nenten des Vektors I'® bzw. I''?, I'® auftreten. Die Vektoren 8V, 62, 63 hedeuten
die drei Einheitsvektoren eines Kartesischen Koordinatensystems. r = PQ ist die Ent-
fernung des Beobachtungspunktes P von dem Integrationspunkte (. Gg bezeichnet den an
den Koordinaten des Punktes () angreifenden Operator

Co= (atp) 2 + fndiv +a (X rot) (1.5)

Hier ist n die &ussere Normale an die Fliche f. & und j sind beliebige, nur durch die Be-
dingung
a+p=Aitu (1.6)
verkniipfte Konstante.
Wie Petvkiewicz (1966) gezeigt hat, kann der Kirchhoffsche Ansatz (1.2) auch in der Ge-
stalt

dau(P) = (a+p) [ Rot (I'x wdf+ [ Rot Wdf (1.7)
f 7

dargestellt werden. Dabei bezeichnet W ein elastisches Tensorpotential. Fiir die Komponen-

ten des Tensors l%’, im Falle wo einfallende Welle durch (1.1) gegeben ist, ergibt sich dabei
(vgl. Gniadek 1957) die nachstehende Darstellung

2 iki0 ikyr ikor

a? . etk € etks

W= — div grad = rot; | 6@ — -+
w? iky0

ghotrto)  pxp > .
. (Li=1,2,3) (1.8
o arre ) b ) (L9)

Mit Hilfe eines tensoriellen Stockesschen Satzes (vgl. z. B. Rubinowicz 1962) konnen die

eikﬂ‘ eiklg
+ —— {0P x grad - + (0¥ grady)
r ko ]

U0 /i

beiden Integrale in (1.7) in Linienintegrale tber den beugenden Rand B sowie um dic auf
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der Fliche f befindlichen singulidren Stellen des Tensorpotentials B umgeformt werden.
Das durch das Linienintegral iiber den beugenden Rand B gegebene Vektorfeld

w(P) = 41? f W + ) I'x w -+ W]dsg (1.9)
B

soll als die elastische Beugungswelle bezeichnet werden. Der von der singuldren Stellen des
Tensorpotentials W auf der Fliche f herrithrende Anteil der Wellenbewegung, stellt eine
sgeometrisch-elastische” Welle dar. Der Ausdruck (1.9) soll im folgenden auch als das
Beugungsintegral bezeichvet werden.

Um in (1.9) den Grenziibergang zur Fraunhofersche Beugungswelle durchfithren, be-
zeichnen wir mit a; bzw. ap den Einheitsvektor in der Richtung in der wir die Wellenqguelle L
bzw. den Beobachtungspunkt P von einem in der Nihe des beugenden Randen liegenden,
fixen Punkte O aus ins Unendliche riicken lassen. Der Einheitsvektor o, , bezeichnet somit
die Richtung in der die elastische Welle aus dem Unendlichen auf die beugende Offnung
auffallt und der Einheitsvektor ap die Richtung in der wir auf die beugende Offnung blicken.

Bei dem Grenziibergang geniigt es im Integranden des Beugungsintegrals (1.9) ausser-
halb der Exponentialfunktion

P = 008, T=Ty0p (1.10)
anzunehmen. Dabei bezeichnet g, bzw. ry die Entfernung der Wellenquelle L bzw. des
Beobachtungspunktes P von einem fixen Punkte O in der beugenden Offnung. Ferner kénnen
wir in der Exponentialfunktion fiir ¢ und r die Niherungen

o= p¢+-Ra;, r=ryg+Rap (1.11)
verwenden. Dabet stellt R den Vektor dar, der die Lage des Randelementes ds in Bezug
auf den fixen Punkt O festlegt. Um die Amplitude der Wellenfunktion beim Grenziiber-
gang im Beobachtungspunkte P festzuhalten, dividieren wir iiberdies die Beugungswelle
(1.9) durch den Amplituden- und Phasenfakior

gik 7o+ 2s)

To Qo

Setzen wir im Beugungsintegral (1.9) fiir = u; den Ausdruck (1.1) ein und ver-

nichlassigen wir bei dem Grenziibergang die im Integranden auftretenden Glieder mit

11 1 1
7% 7 8 re? e 0

und (1.11) fiir die Wellenfunktion den nachstehenden Ausdruck

1 ——, so erhalten wir bei Beriicksichtigung der Niherungen (1.10)
3,87

" x4+ H o, . ,
daup= | ap | :——— (Op X az) S, | ¢FR@ptap) ds —
A Rl R PR A

5 %
— ik —har op X [op X ara ar < Sy — A2y Sy | oBRapthap) Jg
N “ M s (] //L 0 i
X .

-+ ‘ o, — Op) X §; — [(i’z_?_l‘)_s_‘igl_‘ eikxg(¢p+aL) ds (1,12)
\ 0 1+ aApoly
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den wir als die Fraunhofersche elastische Beugungswelle bezeichnen werden. Wir bemerken
novh, dass im betrachteten Falle die in den Integranden in (1.12) auftretenden Richtungs-
faktoren konstant sind und daher vor das Integralzeichen gesetzt werden konnen.

Wir wollen noch zeigen, dass der im letzten Integral in (1.12) auftretende Richtungs-
faktor die Richtung e, hat. Um diesen Nachweis zu erbringen, fiihren wir zuniichst die Ab-
kiirzungen

oy = O; +0p, fy=0; —ap (1.13)

ein. Da ap und a, Einheitsvektoren sind, folgt unmittelbar dass

ap = 2(1 +apay;) (1.14)
ey By — 0 (1.15)

ist.
Wie man leicht mit Riicksicht auf (1.15) und auf die Vektorrelation
a> (b xc) = b(ac)—c(ab)
verifizieren kann, kann das letzte Integral in (1.12) durch die Vekiorsunune

re

l {(“L — ap) X 8§y — [(ap x @) 8] ar|

(/,iklﬂ(ap Far) ds

. I ~apoy
B
op /< S, . X Qy) (XS .
[ (ﬂ(] 0) O] ek Ra (g | [%__2(4091 citkiRay g (116)
B %o
dargestelt werden. Da ferner age™®a— 1/il; grad B jgt s ergibt sich mit Riicksicht

auf den bekannten Integralsatz
f grad g ds = 0 (1.17)

das Verschwinden des zweiten auf der rechten Seite von (1.16) aufiretenden Integrals.
Aus (1.16) erhilt man daher hel Beriicksichtigung von (1.14) die nachstehende Beziehung

I {(uLozp) X 85—
B

[(ep fOLL) i 1 "L kiR (aptay ds

1 +apay
= [Mﬁ&?‘_d cikiR@p=ar) Jg (1.18)
l 4+ apay ' o o

5
Wegen (1.18) ergibt =ich aus (1.12) der folgende Ausdruck fiir die Fraunhofersche Beugungs-
welle

o+ i 1

dmup = ap [ [{oep X ar) So] ( 7 on + 1T apaL) eitiR@prap) s —

B

- 35
. a 4 A-+2u)" .
— itk g [[ M ap X (o X §g) — ( ‘ ) so] g Bkap +kap) ds. (1.19)
. u .
B

“
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Aus dem letzten Ausdruck ist ersichtlich, dass die Wellenbewegung in einem Beobach-
tungspunkt P aus zwel Arten von Wellen besteht. Die eine Welle ist longitudinal und brei-

%
tet sich mit der Gewchwindigkeit @ = (l__'fﬂ) der Dilatationswelle aus. Die andere
Welle deren Verriickungen normal zu der Ausbreitungsrichtung sind, pflanzt sich mit der
Geschwindigkeit b — ( %) " der Schiebungswelle fort. Diese beiden Teilwellen der Wellen-

bewegung (1.19) sollen als die Fraunhofersche Longitudinalwelle ul, bzw. Transversalwelle
W, bezeichnet werden. Da die Longitudinalwelle %% und die Transversalwelle u%; verschie-
dene Ausbreitungsgeschwindigkeiten besitzen, so tritt zwischen beiden Wellen eine Pha-
senverschiebung auf, die mit wachsender Entfernung des Beobachtungspunktes P von der
beugenden Offnung zunimmt. Wirken die Krifte im Quellpunkte L nur in einem endli
chen Zeitintervall, so tritt im Beobachtungspunkte P keine Uberlagerung der Fraunhofer-
schen Longitudinalwelle #: und der Fraunhoferschen Transversalwelle w% auf, denn der
Wirbelfreie Wellenzug ist in einem Punlkte P hereits voriiber gegangen bevor die Trans-
versalwelle in diesem Punkt ankommt. Die beiden Wellenziige treten demnach im Falle
der Fraunhoferschen Beugungserscheinungen getrennt auf.

Es mag noch bemerkt werden, dass im Falle wo der beugende Rand B aus einer ge-
schlossenen, ganz im Endlichen verlaufenden Kurve besteht, der der Transversalwelle uj
entsprechende Anteil von g fiir alle Richtungen e ausnalimslos stetig und endlich ist.
Der Anteil der Fraunhoferschen Beugungswelle (1.19), der der Longitudinalwelle u); ent-
spricht, ist iiberall endlich viid mit Ausnahmie der zur Forschrettungsrichtung der einfallen-
den Welle entgegegesetzten Richtung ep = —d,, auch iiberall stetig. In der Blickrichtung
verzchwindet, ebenso wic im opiizchen Falle (vgl. Rubinowicz 1966), der Nenner der in den
Integranden in dem ersten Integral in (1.19) aufiritt. Dennoch bleibt die Fraunhofersche

Longitudinalwelle in diesem Grenzfall endlich, da dann auch das Integral

[emertads (1.20)
B

fiir jede geschlossene Kurve linear mit lap +a | verschwindet. Die Unsteitigkeit der Fraun-
hoferschen Longitudinalwelle wk, im Grenzfalle ap— —a, wird durch die Tatsache bedingt,
dazz die Beugungswelle (1.9) a Falle der Frenclschen Begungserscheinungen in der ,,Schat-
tengrenze” unsteigt ist.

Alz Beispiel wollen wir nun die Fraunhoferschen Beugungserscheinungen einer Dila-
tionswelle an einer ebenen, rechteckigen Offnung betrachten. Um die Fraunhofersche Beu-

cungswelle (1.19) anzugeben, miissen wir das iiber den beugenden Rand erstreckte Integral

f chRaptal) g hzw. f o BkaL T kap)g g (1.21)

berechunen. Zu diesem Zweck bestimmen wir zunichst den Beitrag eines Teiles des beugen-
den Randes zum Integral (1.21) der aus einer Geraden g von der Linge A4 besteht. Bezeichnet
R, den Vektor der die Lage des Mittelpunktes von g festlegt und s, den Einheitsvektor in
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der Richtung ven g, so ist die Lage der einzelnen Punkte auf der Geraden g durch B = B+
+8,s bestimmt. Fiir den Beitrag der Geraden g zum Integral (1.21) ergibt sich daher der
Ausdruck

+A4/2 +A/2
etiR@pteal) g ds == §, ckiRlaptar) f ctkislap+ar)s Jeo
—AJ2 —A/2

sin [1/2F; 8, (etp + o) A]
1/2 ]z'l S, (ap+aL) A. )

= §, ckiBu(aptar) 4 (1.22)

In unserem Falle, wo der beugende Rand durch die Seiten eines ebenen Rechtecks gegeben
ist, besteht das Integral (1.21) aus einer Summe der den einzelnen Seiten entsprechenden

Ausdriicke von der Gestalt (1.22). Bezeichnen Ry,—Ry, R, und—R, die Vektoren die

S; 8

.-

5l

-55

Abb. 1

die Lagen der einzelnen Seiten in Bezug auf den Mittelpunkt O (vgl. Abb. 1) des Rechteckes
festlegen, so ergibt sich fiir die Frauenhofersche Beugungswelle (1.19) der nachstehenden

Ausdruck

2aur = ia N L 1 .
TRE = P /".4-2# il;ade

[(op X ar) (S94 TG sin ki Roag — 8¢' BIE) sin k) Ry’ ag)] —

— el —kdrs g5 ¢ {[ﬂ.ﬁi ap X (e X $oAI¢ ) sin ky Royo—oar X 8o" BIg» sink, R{]'yo)] _
“

_ (’_:gﬁ ) (56 ATG sin ky Royo — s’ BIG9 sin k, R{,’yo)}, (1.23)
142
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Dabei wurde hier zur Abkiirzung

7@ sin (1/2 &, s otgA) 199 _ sin (1)2 k; Soye4)
AT T2 ky shagd 4 12k, sy,
fa _ sin(1/2F s'a,B) a0 _ sin (12k; 5§y, B)
B U012k sy agB B 12k, sy B
k,

oy == Op+0r, YYo= 0L+ op

ky
gesetzt. A und B bezeichnen die Lingen der Seiten und die Einheitsvektoren S;, —s('), S(')’
und —s; legen die Richtungen der entsprechenden Seiten des Rechteckes fest. Im Grenz-
falle ap ——a, ergibt (1.25) fiir die Fraunhofersche Longitudinalwelle uf den Ausdruck

1
uﬁ:: 5y iklaL[(S{)X S«)“L]A - B. (1.24)

§ 2. Fraunhofersche Beugungserscheinungen im Falle von Schiebungswellen

Im laufenden Paragraphen befassen wir uns mit den Fraunhoferschen Beugungser-
scheinungen im Falle einer einfallenden ebenen, harmonisch-periodischen Schiebungs-
welle.

Die Verschiebung u, in einem Punkte () wird im Falle einer punktférmigen Quelle
von Schiebungswellen durch
eikzg

u, = ex grad —
! ° ka0

2.1y

gegeben. Dabei ist p = LQ die Entfernung des Punktes @ vom Quellpunkte L und e der
Einheitsvektor des die Richtung Polarisation der Schiebungswelle u, festlegt. Die Kompo-
nenten des im Beugungsintegral (1.9) auftretenden Tensorpotentials W werden im Fale der

Schiebungswelle (2.1} durch

1 oikee . eiksr ik \
Wii= — rot; | ex grad —— | - div | 6@ — +
ko thap r r

etk:(r+e) (rxo);
thoro  ro+7o

eikzr efkgt

R [5(1)>< (e.x grad

r

>:| +[6D(ex gradr)] (l.;j=1,2,3)

thy0
2.2)

gegebhen (vgl. Gniadek 1967).
Die Fraunhofersche Beugungswelle kann man im Falle wo die einfallende Welle, eine

ebene Schiehungswelle ist durch den gleichen Grenziibergang wie in §. 1 erhalten. Mit Riick-
sicht auf (2.2) ergibt sich beim Grenziibergang im Beugungsintegral (1.9) fiir die Fraun-
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hofersche Beugungswelle der nachstehenden Ausdruck

OC+'M 7 +kia
(m aP+aL) Xto] SO} e R(kzaL—rkx p) dsv..

AU == i—kare / ap]l [

Le

— [apx[apx(tox sl <5L—’u~ +1> ehRlaptar) Jo

[ i
- {[<ﬂoxto)so1ap+ H%&QI_I
B

cik:Rlaptar) . (2.3)
Dabei haben wir mit #, den Vektor exe, bezeichnet. Wie man leicht mit Riicksicht auf
(1.14), (1.15) und (1.17) verifizieren kann, besteht fiir das letzte Integral in (2.3) die Be-
ziehung

[{[(ﬂox t)s,lap - _K‘}ﬁﬁ{«%} eikeRap+ ap) s

1+ apoy,

a

= [ apx {(apx t,) %?i]} oRRlep  ap) s, (2.4)

Wegen (2.4) erhalten wir aus (2.3) den folgenden Ausdruck fiir die Fraunhofersche Beu-

aungswelle uy,

- " .
datty = —ap~ H'(%ff LI) apX (tox ,! cik:Blaptar) sods)] +
_ R

apxty) [ . ,
i:a,ao). (GPX aL) [ezsz(apr ay) SO(['S]} 4+
PEL | . -
B
L it — k) { X p , i iR(kuay + kaap) § g o
o T TR "Olpl m&P-HXL X1, i Bimey i Rep) g dse. (2.5)
24 4y

Dabei haben wir in (2.5) die konstanten Richtungsfaktoren vor das Integralzeichen gesetzt.
Es mag noch bererkt werden, dass ebenso wie im vorigen Paragraphen, die Frannhofersche
Bengungswelle (2.3) durch eine Summe aus einer Longitudinalwelle ) und aus einer
Travsversalwelle u; gegeben wird. Dabei ist nun der der Longitudinalwelle entsprechenden
Anteil von (2.5) ausnahmslos fiir alle Richtungen a, stetig und endlich, wihrend der Anteil
der der Transversalwelle wp entspricht iberall endlich und mit Ausnahme der Blickrich-
tung ap = —a; auch iiberall stetig ist.

Benutzen wir die in § 1 verwendeten Bezeichnungen so wird die Fraunhofersche Beu-
gungswelle (2.5) in Falle ciner rechteckigen, ebenen Offuung durch

u

2qUp = —idpX {( xT ~1) apX [t X (S6ALSY sin kyRior,—s¢ BIS sin k2R(',’a0)J +
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L (90X 80) () (s AT sin by Ry oy —s)! BIE sin k, R(',’ao)]} .
1 —aply

etk ap {[()ﬁ_}‘ apx «n) . to] (S4ATE sin Ky RSy BIG sin Iy R(')'SO)}

(2.6)
gegeben. Dabei bezeichnen I$Y und I§ in (2.6)
J(5 _ sin (1/2!12 86804‘& 86 — sin (1;:21.2 S(’)’§OB‘) _ n ]il
4 1/2%y S4804 Is T2 Iy sy, ° 00— %t R, o

Im Grenztalle ap — —a, erhalten wir aus {(2.6) fiir die Fraunhofersche Transversalwelle .
P L \ ) F

den nachstehenden Ausdruck

IIZ‘“ 7 7 —~
fﬁ- AB t, [az (s sp)] (2.7)

t
Up —

Fillt die Schlichungswelle (2.1) senkrecht auf die beugende Offnung, so ergibt (2.7) das
Verschwinden der Fraunhoferschen Longitudinalwelle u} in der Blickvichtung ap = —a;.

§ 3. Scllussbemerkungen

Zum Abschluss unsercr Uberlegungen wollen wir bemerken, dass der durch (1.10)
und (1.11) definierte Grenziibergang, in der durch die Gl (1.9) gegebenen elastischen Beu-
gungswelle nur dann einwandfrei ausgefithrt werden kann, wenn der beugende Rand B
ganz im Endlichen Liegt (vgl. Rubinowicz 1966). Nur in diesemn Falle sind die in (1.19) bzw.
(2.6) auftretenden Integrale, im gewshnlichen Sinne konwergent. Geht der beugende Rand
ins Unendliche, =0 nehmen diese Integrale den Charakter von Diracschen 6 Funktionen an
und es verhilt sich somit die Fraunhofersche Beugungswelle wie eine § Funlktion.

Es mag hier noch erwithnt werden, dass das Problem der Fraunhoferschen Beugungs-
erscheinungen elastischer Wellen an cinem unendlichlangen Spalt im  Kirchhoffschen
Schirm bereits von Knopoff (1956) behandelt wurde, Die Fraunhofersche Welle hat Knopoff
durch einen Grenziibergang aus scinem Ausdruck fiir Verschiebung w (P)erhalten. Wie
Petykiewicz (1966) gereigt hat, kann bei Benutzung der in der vorliegenden Arbeit verwen-
deten Bezeichnungen, der durch Knopofl gegebenen Ausdruck fite w(P) in der Gestalt

Anu(P) = u?f(f’x u)ds +f’f""ndf
B 7

dargestellt werden. Diesen Ausdruck kénnen wir jedoch aus (1.7) erhalten, wenn wir
a= A+p und Rot "= T sctzen. Er stellt somit nur einen Spezialfall des algemeineren
Ausdruckes (1.7) dar. Die Fraunhofersche elastische Welle hat Knopofl nur im Spezialfall
angegeben wo die Einfallsrichtung der ebenen einfallenden Welle sowie die Beobachtungs-
richtung senkrecht zu den Spaltbacken stehen.
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Wir machen noch darauf aufmerksam, dass bei der Ableitung des Ausdruckes (1.19)
bzw. (2.5) fiir die Fraunhofersche Beugungswelle iiber die Gestalt des beugenden Randes
B keine einschrinkenden Voraussetzungen gemacht wurden. Er kann somit auch durch
eine Raumkurve gegeben werden. In diesem Falle, ist die Verwendung der Ausdrucke (1.19)
bzw. (2.5) zur praktischen Berechnung der Fraunhoferschen Beugungserscheinungen viel
einfacher als eine direkte Berechnung des im Frage kommenden Flichenintegrals. Im Falle,
wo der beugende Rand ein riumliches Polygon ist, wird das in der Beugungswelle auftretende
Integral (1.20) einfach durch eine Summe von Ausdriicken von der Gestalt (1.22) gegeben.

Herrn Professor Dr A. Rubinowicz mbchte ich fiir wertvolle Hinweise und kritische
Durchsicht des Manuskriptes, herzlich danken.
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